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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Uberblick

Der Grofiteil unserer Erkenntniss iiber die Sonne und die anderen Sterne basiert fast
ausschliefllich auf der Analyse der elektromagnetischen Strahlung, die von ihnen ausge-
sendet wird. Auf der Grundlage einer fundierten Theorie des Strahlungstransports und
der Wechselwirkung von elektromagnetischer Strahlung und Materie vermag die Analyse
von Sternenspektren eine Vielzahl von Informationen zu Tage zu férdern. Gerade die Son-
ne bietet, aufgrund ihrer Ndhe zur Erde, eine einzigartige Gelegenheit, astrophysikalische
Prozesse auf der Oberfliche eines gewthnlichen Hauptreihensterns mit hoher Auflésung zu
studieren. Erst dadurch kénnen theoretische Modelle solcher Vorginge im Detail getestet
werden und schlielich auch auf andere Sternentypen extrapoliert werden.

Eine der herausragendsten Eigenschaften der Sonne ist zweifellos ihr Magnetfeld und des-
sen Einflufl und Mitwirken auf eine Vielzahl von beobachtbaren Phinomenen, wie zum
Beispiel die Sonnenflecken und deren 11-jihriger Aktivitdtszyklus. Nicht zuletzt auch der
Einfluss der Sonnenaktivitit auf das Erdklima machen so das Verstindnis und das Zu-
sammenwirken solarer Magnetfelder zu einem der Hauptforschungsschwerpunkte innerhalb
der Sonnenphysik. Magnetfelder hinterlassen ihre Spuren im Sonnenspektrum und bieten
so einen Ansatzpunkt fiir deren Untersuchung. Hierbei sind es die magnetisch sensitiven
Absorptionslinien im Spektrum, die durch ihre Aufspaltung und Polarisation, also den
Zeeman-Effekt, einen wichtigen Beitrag zur Erschliefung dieser Informationen liefern. Das
Wissen um die Mechanismen der Linienentstehung in der Sonnenatmosphére ermoglicht
so, zumindest prinzipiell, eine Analyse und Bestimmung der physikalischen Verhéltnisse
am Ort der Wechselwirkung von Strahlung, Materie und Magnetfeld.

Auch diese Arbeit beschéftigt sich mit dem polarisierten Strahlungstransport unter dem
besonderen Aspekt einer kleinskaligen und nicht aufgelosten Magnetfeldstrukturierung.
Die a priori unbekannten strukturellen magnetischen Eigenschaften der Atmosphére jen-
seits des Auflosungsvermogen sollen dabei durch ein stochastisches Modell addquat be-
schrieben werden. Die daraus resultierende stochastische Strahlungstransportgleichung
ermoglicht es, Effekte zu beschreiben, die unmittelbar auf die Strukturlinge der magneti-
schen Elemente zuriickzufiihren sind.

Im weiteren dieses einleitenden Kapitels wird zunéchst in 1.2 eine Motivation zu dieser Ar-
beit gegeben werden. In Abschnitt 1.3 soll dann ein allgemeiner Uberblick iiber kleinskalige
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

magnetische Strukturen der Photosphére gegeben werden, um danach in Abschnitt 1.4 zu
skizzieren, mit welchen Methoden spektropolarimetrische Informationen aus kleinskaligen
magnetischen Elementen analysiert und interpretiert werden. Weiterhin sollen auch die
Grenzen und Nachteile dieser Methoden beschrieben werden.

Die Arbeit gliedert sich danach wie folgt : In Kapitel 2 werden die Grundlagen des ele-
mentaren polarisierten Strahlungstransports beschrieben. Dabei werden kurz der Zeeman-
Effekt beschrieben sowie der Stokes-Vektor eingefiithrt. Nach einer kurzen Erlduterung des
skalaren Strahlungstransports in einer planparallelen Atmosphére wird gleich anschlies-
send der Strahlungstransport im Magnetfeld betrachtet. Zum Abschluss wird kurz auf die
formale Losung der polarisierten Strahlungstransportgleichung eingegangen.

Kapitel 3 stellt den Kern dieser Arbeit dar. Hier wird der polarisierte Strahlungstransport,
auf der Basis eines stochastischen Prozesses, fiir ein stochastisch organisiertes Medium
entwickelt. Zunichst wird dabei in Kapitel 3 auf die besondere Rolle von Korrelationsef-
fekten hingewiesen, also die Bedeutung die eine endliche Ausdehnung der atmosphérischen
Strukturen auf den Strahlungstransport hat. Darauf folgend werden die Grundlagen ei-
nes stochastischen Prozesses dargelegt. Im Anschluss wird dann der Markov-Prozess, als
eine besondere Realisierung eines stochastischen Prozesses, dargestellt. Mit der Hilfe des
Markov-Prozesses wird dann die sogenannte Master-Gleichung hergeleitet, die von wesent-
licher Bedeutung fiir die folgende Entwicklung der stochastischen Transportgleichung ist.
Es folgt eine Beschreibung der Korrelations- als auch der strukturellen Eigenschaften der
in dieser Arbeit betrachteten Atmosphéren. Diese Beschreibungen bilden die Grundlagen
fiir die am Ende dieses Abschnittes folgende Ableitung der stochastischen Transportglei-
chungen fiir polarisiertes Licht.

In Kapitel 4 werden einige Eigenschaften der stochastischen Transportgleichung sowie
Gemeinsamkeiten mit der konventionellen Transportgleichung beschrieben. Dabei wird
zunéichst gezeigt, dass eine Formulierung einer formalen Losung in gleicher Weise méglich
ist wie bei der herkémmlichen polarisierten Strahlungstransportgleichung. Es wird weiter-
hin gezeigt, wie die Grenzfille einer mikroturbulenten sowie makroturbulenten atmosphéri-
schen Struktur in natiirlicher Weise in dem Formalismus der stochastischen Transportglei-
chungen enthalten sind. Weiterhin soll auch gezeigt werden, wie es unter der stochastischen
Beschreibung des Strahlungstransports zu einer nicht verschwindenden Netto-Zirkular-
Polarisation kommen kann. Zum Abschluss von Kapitel 4 werden die fiir den konventio-
nellen Strahlungstransport im Magnetfeld eingefiihrten Response-Funktionen auf den hier
entwickelten stochastischen Fall erweitert.

Kapitel 5 behandelt die numerische Losung des nach der Diskretisierung der Integro-
Differentialgleichung entstehenden gekoppelten Differentialgleichungssystems. Fiir das be-
schriebene Verfahren wird zum Abschluss des Kapitels eine Fehlerbetrachtung durch-
gefithrt. Im Kapitel 6 erfolgen erste Modellrechnungen des entwickelten stochastischen
Strahlungstransports fiir polarisiertes Licht auf der Basis der im vorangegangenen Kapitel
entwickelten numerischen Losung. Dabei wird ein mesoturbulentes Geschwindigkeitsfeld
untersucht sowie dessen Wirkung auf das beobachtbare Profil und der daraus abgeleiteten
Aquivalenzbreite. Im Anschluss daran wird in Kapitel 7 ein magnetisches Gebiet simu-
liert, dessen magnetische Strukturen verschiedene strukturelle Ausdehnungen besitzen.
Hierbei werden Profilformen, als auch die aus den Stokes-V-Profilen abgeleitete Netto-
Zirkular-Polarisation, eingehend untersucht und die Effekte einer endlichen Ausdehnung
der magnetischen Strukturen besprochen.
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In Kapitel 8 wird beschrieben welche Auswirkungen eine stochastische Organisation mit
endlicher Korrelationsldnge der atmosphérischen Verhéltnisse innerhalb der Penumbra auf
das beobachtbare Stokes-Spektrum haben kann. Dabei wird die makroskopisch beobacht-
bare Grofle in Form der Mitte-Rand-Variation der Netto-Zirkular-Polarisation benutzt
um ein Zusammenhang zwischen dieser Grofle und dem heliozentrischen Winkel sowie
der Korrelationslinge herzustellen. Als weitere Anwendung wird in Kapitel 9 die aus Be-
obachtungen in den Internetzwerkgebieten der ruhigen Sonne festgestellte systematische
Differenz bei der Bestimmung der Magnetfeldstirke, wie sie sich aus Linien des sichtba-
ren und des infraroten Wellenléngenbereich ergeben, untersucht. Dabei ergibt sich auf der
Basis einer stochastisch organisierten Atmosphére eine Erklirung fiir die beobachteten
Diskrepanzen.

In Kapitel 10 wird ein Ausblick gegeben wie auf der Basis des in dieser Arbeit entwickel-
ten stochastischen Strahlungstransports eine Inversion von Stokes-Profilen durchgefiihrt
werden kann. Dabei werden sowohl die Mdoglichkeiten einer Inversion mit konventionellen
Methoden betrachtet als auch die Moglichkeit einer Inversion mit kiinstlichen neuronalen
Netzen. SchlieBllich folgt in Kapitel 11 eine Zusammenfassung der hier vorliegenden Arbeit
wobei die wesentlichen Ergebnisse und Aussagen nochmals zusammengestellt werden.

1.2 Motivation

Die Frage nach der Natur kleinskaliger Strukturen und Prozesse, insbesondere des Magnet-
feldes und der Geschwindigkeit in allen Schichten der Sonnenatmosphire und Konvekti-
onszone, gehort zu den fundamentalen Problemen der Astrophysik. Ohne Beantwortung
dieser Fragen bleiben andere fundamentale Probleme wie die nach den Ursachen der Ko-
ronaheizung, des Aktivititszklus und einzelner Aktivitdtsphinomene wie z.B. von Flares
unlosbar. Dabei bedeutet kleinskalig in diesem Fall Lingen unterhalb der Druck- und
Dichteskalenhohe oder der mittleren freien Wegldnge von Photonen, bei einer optischen
Dicke 7 ~ 1 im sichtbaren Kontinuum bei 500 nm, d.h. einer Linge von ca. 10° m in
der Photosphiire. Beobachtungen mit den leistungsfihigsten Sonnenteleskopen erlauben
heute aber nur Bildauflosungen von 0”.2 (150 km) in breitbandigen Filtergrammen und
bestenfalls 0”.8 (600 km) bei spektropolarimetrischen Messungen.

Traditionelle Auswertungen von Zeeman-Effekt-Messungen in der ruhigen Sonnenatmo-
sphéire ergeben Hinweise auf starke Konzentrationen des magnetischen Flusses. Diese wer-
den als magnetische Flussrohren interpretiert, welche Feldstérken im kG-Bereich aufweisen
und in der ruhigen Sonne nur ca. 1 % des Volumens einnehmen, wihrend zunéchst die
gesamte restliche Atmosphére als weitgehend feldfrei angesehen wird. Kleinskalige, schwa-
che und zufillig orientierte Magnetfeldstrukturen lassen sich hingegen nicht ohne weiteres
mit herkémmlichen Zeeman-Effekt-Messungen nachweisen. Komplementire Hanle-Effekt-
Messungen zeigen jedoch tatséchlich die Existenz solcher zufillig orientierter turbulenter
Magnetfelder in der gesamten Photosphére (Stenflo et al., 1998). Auch die hiufig be-
obachtete Asymmetrie der Stokes-V-Profile, besonders ausgeprigt in der Sonnenflecken-
Penumbra, aber auch in Netzwerk und in Internetzwerkgebieten, sind deutliche Hinwei-
se auf eine kleinskalige Magnetfeldstrukturierung. Im MISMA-Modell ("MIcro-Structured
Magnetic Atmosphere’ ; Sanchez-Almeida et al. 1996) werden solche Profile durch die An-
nahme eines mikroturbulenten Magnetfeldes, in Analogie zum Mikroturbulenz-Modell der
Doppler-Geschwindigkeiten, erklirt. Die Frage nach den wirklichen Skalen der Magnet-
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feldstrukturen vermag sowohl dieser Ansatz als auch die Hanle-Effekt-Messung, bei denen
ebenfalls ein mikroturbulentes Modell zugrundeliegt, nicht zu beantworten.

Zeitreihen hochaufgeloster Beobachtungen kleiner magnetischer Konzentrationen in Form
magnetischer heller Punkte zeigen, dass sich diese Strukturen in einem starken dyna-
mischen Zustand befinden und ihre Morphologie in Zeitskalen < 100 s vollig verdndern
konnen (Berger & Title, 1996; Berger et al. 1998). Diese Beobachtungen sind mit den
weitverbreiteten Modellen stabiler oder oszillierender Flussrohren nur schwer vereinbar.

Moderne numerische Simulationen turbulenter Magneto-Konvektion (Cattaneo, 1999; Emo-
net & Cattaneo, 2001) unterstiitzen die Vorstellung einer schnellen Dynamo-Theorie, dass
jede chaotische 3-D-Strémung mit hoher Reynolds-Zahl als Dynamo wirkt (Vainshtain &
Kitchatinov, 1986). Thermisch angetriebene turbulente Konvektion kann demnach lokal
einen betrichtlichen Anteil magnetischer Energie erzeugen und aufrechterhalten. In der
ruhigen Sonne und in Fackel-Gebieten sind diese Magnetfelder rdumlich stark intermittie-
rend; neben einem schwachen allgemeinen Feld existieren starke Fluktuationen mit Skalen
unterhalb der Auflésungsgrenze. Das Spektrum der Feldstirken umfafit ein Kontinuum
schwacher Felder im grofiten Teil des Volumens und starke Feldkonzentrationen (der Vor-
stellung nach magnetisch diinne Flussrohren) mit einem Fiillfaktor von wenigen Prozent.
Schéitzungen der magnetischen Reynoldszahl an oberen Rand der Konvektionszone zeigen,
dass eine Feldstrukturierung bis hinunter zu Skalen von wenigen Kilometern denkbar ist
(Stix, 1989).

Aber auch groflere Strukturen wie die Mesogranulation konnen offenbar durch einen sol-
chen mikroskopischen turbulenten Dynamo im Zusammenspiel mit turbulenter Konvektion
(Granulation) erzeugt werden (Cattaneo et al., 2001), und in weiterreichenden Spekula-
tionen wurde selbst die Notwendigkeit eines global operierenden Dynamos angezweifelt,
wie er von der Elektrodynamik mittlerer Felder zur Erklarung des Aktivitéitszyklus er-
arbeitet wurde. In jiingeren Uberlegungen wird eher angenommen, dass jede Bewegung
mit einer bestimmten kohirenten Skala Magnetfelder mit vergleichbaren kohirenten Ska-
len erzeugt, dass aber nur in sehr spezielle Regionen, z.B. der Tachocline, das Magnetfeld
mit grofien Skalen organisiert werden kann (Cattaneo, 2000). Solche Vorstellungen sind
natiirlich nicht unumstritten, da sich die numerischen Simulationen bisher auf zahlreiche
vereinfachendere Ndhrungen stiitzen miissen: Boussinesq-Stromungen, Vernachlissigung
von Tonisation, Kompressibilitit und Strahlungstransport; konstante Werte fiir kinemati-
sche Viskositét, thermische und magnetische Diffusivitéit; planparalele Schichtung, verein-
fachte Randbedingungen wie undurchlissige, spannungsfrei horizontale Randflichen mit
konstanter Temperatur und verschwindendem horizontalen Magnetfeld.

Kleinskalige magnetischen Strukturen scheinen aber auch wesentliche Bedeutung fiir die
Struktur und Stabilitit grofiskaliger Phinomene wie Sonnenflecken zu haben. Sowohl die
Umbra als auch die Penumbra zeigen auf Skalen unter 100 km Variationen in der Hellig-
keit, die einen Temperaturunterschied von ca. 1000 K bedeuten, sowie Variationen in Ge-
schwindigkeiten und Magnetfeldneigungen. Offensichtlich scheinen wesentliche magneto-
konvektive Prozesse auf diesen Grossenskalen von Bedeutung zu sein. Interessante Model-
lierungen und Simulationen der Magnetokonvektion in der Flecken-Penumbra wurden von
Schlichenmaier et al. (1998) durchgefiihrt, in denen sich die Penumbra aus kleinskaligen
magnetischen Flussréhren konstituiert, die eingebettet in einem weitgehend homogenen
Hintergundfeld, das heifle Plasma nach auflen transportieren. Mit diesem Modell konnten
bereits einige Beobachtungsphinomene erklirt werden (Schlichenmaier et al., 2001; Miiller
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et al., 2002). Aber auch diese Modellierungen basieren auf vereinfachenden Annahmen, so
dass deren Nihe zur Realitdt noch weiter zu priifen bleibt.

Es wird also wesentlich fiir unser weiteres Vertindnis sein, mehr iiber die physikalische
Natur dieser kleinskaligen und zum Teil nicht auflésbaren magnetischen Elemente zu er-
fahren. Dazu dienen zum einen Anstrengungen im Rahmen internationaler Projekte zum
Neubau neuer und leistungsstarker Teleskope wie GREGOR (v. d. Liihe et al., 1999)
und das geplante Advanced Technology Solar Telescope (ATST, Keil et al., 2001) mit
einem angestrebten Auflésungsvermogen von 0.1 Bogensekunden, um so die fundenmen-
tale Lingenskalen in der Sonnenatmosphire aufzuldsen. Zum anderen miissen bestehende
Methoden zur indirekten ErschlieBung der Information iiber das Magnetfeld mit Hilfe spek-
tropolarimetrischer Messungen weiter verbessert werden. Die Interpretation dieser Daten
erfordern dabei neben einer genauen Kenntnis des polarisierten Strahlungstransports eine
angemessene Modellierung der atmosphérischen Magnetfeldstrukturen.

1.3 Kleinskalige magnetische Elemente

Das grofiskalige Muster des Magnetfeldes der Sonnenoberfliche entwickelt sich in einem
11- bzw. 22-jihrigen Aktivititszyklus. Aber die vielen verschiedenen, vom Magnetfeld mit-
telbar und unmittelbar beeinfluflten Prozesse und Erscheinungsformen besitzen Entwick-
lungszeiten auf weitaus kleineren Zeitskalen, die bis hinab zu wenigen Minuten gehen. Neu-
er magnetischer Fluss wird kontinuierlich im Sonneninneren erzeugt. Bipolare magnetische
Regionen sind die auffilligste Erscheinungsform, wenn dieser Fluss die Sonnenoberfliche
erreicht. Dabei kénnen grofiere Flusskonzentrationen den konvektiven Energietransport
so effizient unterdriicken, dass es zu den typischen Erscheinungsformen von Sonneflecken
kommt. Aber Magnetfelder sind nicht ausschlielich begrenzt auf bipolare magnetische Re-
gionen bzw. auf aktive Gebiete, deren Héufigkeit und Konzentration mit dem Aktivitatzy-
klus einhergeht, vielmehr sind sie allgegenwiirtig auf der Sonne. Diese Gebiete werden oft
als ruhige Gebiete beschrieben, da deren magnetischer Charakter sich oftmals erst durch
sehr genaue und sorgfiltige Beobachtung zu erkennen gibt. Sowohl in aktiven als auch in
den sogenannten ruhigen Gebieten wird das Magnetfeld durch die Granulation und Su-
pergranulation in bestimmte charakteristische Zellenmuster organisiert. Die Eigenschaften
der Granulation und Supergranulation haben ihren Ursprung in der konvektiven Bewe-
gung des Plasmas. Diese werden ausgelost in den konvektiv instabilen Schichten in der
Wasserstoff-Konvektionszone und reichen hinauf bis in die unteren und mittleren Héhen
der Photosphire (overshoot), um dort die charakteristischen Zellenmuster zu bilden. We-
gen der hohen elektrischen Leitfihigkeit des solaren Plasmas sind die magnetischen Feld-
linien eingefroren und folgen weitgehend passiv der in der Photosphére sich ausbildenden
horizontalen Bewegung des Plasmas. Dies fiihrt zu einer vermehrten Konzentration von
magnetischen Fluss an den Grenzen von Supergranulationszellen. Diese Randgebiete mit
erh6htem magnetischen Fluss zeichnen sich ebenfalls durch eine erh6hte Emission aus,
die in verschiedenen breitbandigen Filtergrammaufnahmen sichtbar werden und dort zu
netzwerkartigen Strukturen fithren, so dass diese auch Netzwerk genannt werden. Aber es
gibt auch deutliche Anzeichen auf ein, wenn auch schwécheres, Magnetfeld innerhalb der
Supergranulation selbst, welches dann als Internetzwerk-Gebiete bezeichnet wird.

Grundlegende Arbeiten auf dem Gebiet der spektropolarimetrischen Diagnostik von kleins-
kaligen Magnetfelden in photosphérischen Netzwerk- und Internetzwerkstruktuen wurden
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u.a. von Howard & Stenflo (1972), Frazier & Stenflo (1972) und Stenflo (1973) geleistet. Die
erstaunlichen Ergebnisse dieser Arbeiten waren zweifellos die Erkenntnis, dass der Grofiteil
des magnetischen Flusses seinen Ursprung in hochgradig fragmentierten und kleinskaligen
magnetischen Strukturen hat. Diese besitzen einen angenommenen Durchmesser von unter
200 km und zeichnen sich dariiber hinaus durch eine ungew6hnlich hohe Magnetfeldstéirke
zwischen 1000 - 2000 GauB' (G) aus. Weiterhin konnte festgestellt werden, dass diese
Werte unabhéingig davon sind, ob sie in ruhigen oder aktiven Gebieten ermittelt wurden.
Diese Resultate fithrten zu der Modellvorstellung von sogenannten diinnen magnetischen
Flussrohren als Grundbausteine der ruhigen und aktiven Sonne. Auch von Seiten der Ma-
gnetohydrodynamik gewann diese Vorstellung Unterstiizung. Die grundlegenden Arbeiten
hierzu wie z.B. von Parker (1976), Spruit (1976), Roberts & Webb (1978), sowie Spruit &
Zweibel (1979) bestéitigten die theoretische Entstehung, Existenz und auch Stabilitéit die-
ser diinnen magnetischen Flussrohren mit angenommenen Durchmessern deutlich jenseits
des derzeitigen Auflésungsvermdgen moderner Sonnenteleskope.

Kleinskalige magnetische Strukturen sind aber nicht nur wesentlicher Bestandteil der
Netzwerk- und Internetzwerkgebiete, auch scheinen sie besondere Bedeutung fiir grof3-
skaligen Phinomene wie Sonnenflecken zu haben. Sonnenflecken als Manifestation starker
ausgedehnter magnetischer Flussgebiete zeigen die typische dunkle Struktur im Kern-
gebiet der Umbra, mit typischen Durchmessern von ca. 15000 km, welche umgeben ist
von der markanten filamentartigen Struktur der Penumbra. Hier zeigen gerade neuere
hochauflésende Aufnahmen der Penumbra (Scharmer et al., 2002) sehr deutlich die atem-
beraubende Vielfalt dieser kleinskaligen und filementartigen Feinstruktur. Auf kleinsten
Skalen zeigen sich dabei Intensitits-, Geschwindigkeits- und Magnetfeldschwankungen.
Trotz erheblicher Fortschritte in der Theorie konnen die bisherigen Modelle der Penumbra
noch nicht alle beobachtbaren Eigenschaften erkliren (Meyer & Schmidt, 1968; Thomas &
Weiss, 1992; Schlichenmeier et al., 1998; Thomas et al. 2002). Den Modellen ist trotz Ihrer
Unterschiedlichkeit im Detail, gemeinsam, dass auch hier diinne magnetische Flussréhren,
eine zentrale Rolle zu spielen scheinen. Auch von Beobachtungsseite findet die Vorstellung
von kleinskaligen magnetischen Flussstrukturen, dank einer immer besseren rdumlichen
Auflésung, Unterstiitzung (Solanki & Montavon, 1992; Martinez Pillet, 2000; Sanchez Al-
meida, 1998; Miiller et al., 2002). Obwohl noch vieles iiber die Natur und Eigenschaft der
Penumbra unverstanden ist, zeigt sich, dass sowohl in Theorie als auch Beobachtung, die
Tendenz zu immer kleineren magnetischen Strukturen zu gehen scheint, um die Vielzahl
von beobachtbaren Phinomenen zu erklaren.

1.4 Diagnostik kleinskaliger magnetischer Strukturen

Den Grofiteil unserer bisherigen Erkenntnis iiber die magnetische Strukturen in der sola-
ren Photosphire verdanken wir der Analyse von polarisiertem Licht in bestimmten Spek-
tralbereichen (Spektropolarimetrie). Die durch den Zeeman-Effekt induzierte Polarisation
erweiterte die diagnostischen Fahigkeiten der konventionellen Spektraluntersuchung er-
heblich. Der direkte Zusammenhang zwischen Polarisationssignal im Spektrum und dem
Magnetfeld im Enstehungsbereich des Spektrums erlaubt es, Riickschliisse auf die Ma-

11 GauBl = 10~ * Tesla. In der Sonnenphysik ist es aus historischen Griinden iiblich, die Magnetfeldstzrke
in Gauf} anzugeben.
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gnetfeldstruktur zu ziehen. Dem Vermittler dieser Information, dem Strahlungstransport,
kommt somit eine Schliisselfunktion bei der Diagnostik zu.

Die Spektropolarimetrie ist heute das Standardwerkzeug zur Untersuchung magnetischer
Strukturen in der Sonnenatmosphire. Von Bedeutung ist hierfiir eine ausreichend hohe
spektrale Auflésung, um ein moglichst genaues Polarisationsprofil zu erhalten. Die Form
dieses Polarisationssignals enthélt wesentliche Informationen tiiber die physikalischen und
strukturellen Eigenschaften des Magnetfeldes. Eine Reihe von Methoden und Strategien
wurden mit der Zeit entwickelt um physikalisch relevante Informationen aus dem Polari-
sationsspektrum zu extrahieren. Dazu zdhlen unter anderem Methoden wie die center-of-
gravity-Technik (Semel, 1967; del Toro Iniesta et al., 1990) sowie die line-ratio-Technik
(Stenflo, 1973) die mafBigeblich zur Aufklirung der kleinskaligen und konzentrierten Na-
tur magnetischer Elemente in der Photosphire beigetragen hat. Trotz des Erfolges dieser
indirekten Methoden war ihre Aussagekraft begrenzt, da sie nur bestimmte Aspekte des
Spektrums nutzten.

Noch mehr Information lief} sich durch die sogenannte Inversion von Spektropolarimetri-
schen Beobachtungsdaten gewinnen. Die Inversion ist dabei im engeren Sinne aufzufassen.
Hierbei wird das durch den Strahlungstransport inhédrent nichtlineare Problem auf ein
nichtlineares Ausgleichsproblem zuriickgefiihrt, bei dem ein parametrisiertes theoretisches
Modell iterativ an die beobachteten Spektren und Profilverldufe angepasst wird. Diese
Methode hatte sehr groien Erfolg bei der Analyse grof3- als auch kleinskaliger Magnetfeld-
strukturen in der Photosphire. Wesentliche Arbeiten hierzu wurden u.a. von Auer et al.
(1977) und Skumanich & Lites (1987) geleistet. Trotz des Erfolges war ein Nachteil dieser
ersten Inversionroutinen, dass sie auf einem vereinfachtem Atmosphirenmodell, dem soge-
nannten Milne-Eddington-Modell, beruhten. Dies erlaubt zwar eine analytische Losung der
Strahlungstransportgleichung und somit auch eine schnelle Berechnung der benttigen Ab-
leitungen nach den atmosphérischen Parametern, jedoch besteht der Nachteil darin, dass
die Atmosphére als homogen betrachtet wird, also keine Héhenabhéingigkeit in den meis-
ten atmosphérischen Parametern aufweist. Somit waren diese Inversionsmethoden nicht in
der Lage, in addquater Weise die Struktur einer mit Gradienten behafteten Atmosphére
zu reproduzieren. Inversionsroutinen, die auf der Basis der allgemeineren numerischen
Losung (Landi Degl’Innocenti, 1976) arbeiteten und die benétigten Ableitungen ebenfalls
numerisch oder aber mit Hilfe von sogenannten Response-Funktionen berechneten (Lan-
di Degl'Innocenti & Landi Degl’Innocenti, 1977), waren auch in der Lage geschichtete
atmosphérische Strukturen zu bestimmen (Ruiz Cobo & del Toro Iniesta, 1992; Bellot
Rubio, 1996; Westendorp Plaza et al., 1998; Frutiger, 2001). Der grofie Erfolg dieser In-
versionsroutinen hat zweifellos zu einem enormen Erkenntnisgewinn in den letzten Jahren
gefiihrt.

Gemeinsam ist den Inversionsroutinen, die eine Analyse nicht aufgeloster Strukturen erlau-
ben, die Modellvorstellung einer Zwei- oder Mehrkomponenten-Atmosphére. Dabei wird
im einfachsten Zweikomponenten-Modell die Annahme gemacht, dass sich in dem ridum-
lichen Gebiet der Beobachtung eine magnetische Substruktur befindet, die eingebettet ist
in eine nicht magnetische Umgebung. Dabei dient die Vorstellung von magnetisch diinnen
Flussrohren als Modell fiir die magnetischen Substrukturen. Diese Vorgehensweise vermag
die Anzahl der freien Parameter durch magnetohydrodynamische Randbedingungen deut-
lich zu reduzieren und so das Problem in einem iiberschaubaren Umfang zu halten. Eine
natiirliche Weiterentwicklung dieses Modells wurde durch das Hinzufiigen weiterer ma-
gnetischer und unmagnetischer Komponenten mit unterschiedlichen physikalischen Eigen-
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schaften erreicht. Die Vorstellung der Zwei- oder Mehrkomponenten-Atmosphére erweist
sich gerade bei der indirekten Erschliessung von Informationen aus unaufgelésten magne-
tischen Strukturen als besonders hilfreich. Denn wihrend die unpolarisierte Strahlung im
Spektrum ihren Beitrag sowohl aus den magnetischen als auch den unmagnetischen Ent-
stehungsbereichen erfihrt, erhalten die polarisierten Anteile des Spektrums ihren Beitrag
fast ausschlielich aus den magnetischen Gebieten.

Aus der Sicht des planparallelen Strahlungstransports ist durch die hohe Strukturie-
rung der Atmosphiire, welche durch das Mehrkomponentenmodell im Entstehungsgebiet
der Spektralline modelliert wird, die Annahme einer planparallel geschichteten Atmo-
sphére sicherlich eine nur sehr unzureichende Annahme. Dennoch hat sich bei der Inver-
sion von beobachteten polarimetrischen Daten, die Modellannahme des sogenannten 1.5-
dimensionalen Strahlungstransports bewihrt (Stenflo, 1994). Dabei wird auf der Basis
des eindimensionalen planparallelen Strahlungstransports einer vorhandenen Strukturie-
rung der Atmosphére durch magnetische und unmagnetische Komponenten in der Art und
Weise Rechnung getragen, dass jeder Sehstrahl entlang der Sichtlinie seine eigene eindi-
mensionale Atmosphiére besitzt. So muf fiir jeden Sehstrahl nur der eindimensionale Strah-
lungstransport gelost werden. Die Geometrie der gesamten unaufgelosten Struktur wird
dann durch eine geeignete Mittelung verschiedener Sichtlinien erreicht. Im Gegensatz dazu
mufl beim multidimensionalen Strahlungstransport durch nichtlokale Effekte, die gesam-
te geometrische Struktur bereits wihrend der Losung des Strahlungstransports beriick-
sichtigt werden, was zu einem erheblichen Mehraufwand bei der Berechnung fiihrt. Die
Rechtfertigung beziiglich des 1.5-dimensionalen Strahlungstransports ist durch die Tatsa-
che gegeben, dass viele der zur Untersuchung benutzten Spektrallinien unter Bedingungen
entstehen, die eine Vernachlissigung der Streuung und somit nichtlokaler Effekte erlauben,
sodass eine Beriicksichtigung der Strukturierung in Form eines 1.5-dimensionalen Strah-
lungstransports eine zulissige Approximation darstellt. Stenholm & Stenflo (1978) haben
gezeigt, dass dieser 1.5-dimensionalen Strahlungstransport in der Photosphéire und in der
Region des Temperaturminimums nur zu kleineren Abweichungen gegeniiber dem multi-
dimesionalen Strahlungstransport fithrt und den erheblichen Mehraufwand nicht rechtfer-
tigen (Stenflo, 1994).

Von besonderer Bedeutung fiir die Interpretation von kleinskaligen magnetischen Struk-
turen war in den letzten Jahren die Beriicksichtigung der Asymmetrien der Polarisa-
tionsprofile. Die gemessenen Polarisationsprofile bzw. Stokes-Profile, die im folgenden
Kapitel 2 vorgestellt werden, zeigen fast in der gesamten Photosphére diese typischen
Asymmetrien (Sigwarth, 2001). Der polarisierte Strahlungstransport in Form der Unno-
Rachkovsky-Gleichung, der die physikalischen Parameter der Atmosphéire mit den gemes-
senen Stokes-Profile verbindet, hat wohldefinierte Symmetrieeigenschaften. Die Symme-
trie bzw. Antisymmetrie der Stokes-Profile wird in erster Ordnung durch ein inhomogenes
Geschwindigkeits- und Magnetfeld entlang der Sichtlinie gebrochen (Landi degl’Innocenti
& Landolfi, 1983; Lopez Ariste, 2002). Um theoretische Stokes-Profile an gemessene Profil-
verldufe anzupassen wird in der Regel ein Geschwindigkeitsgradient sowie ein zusétzlicher
Magnetfeldgradient zur Verstirkung der Effekte benotigt (Solanki & Pahlke, 1988). Die
Annahmen von Gradienten in der Atmosphére ist theoretisch sehr plausibel, dennoch
scheinen die benétigten Gradienten fiir die Anpassung der theoretischen Modelle an die
beobachteten Stokes-Profile, in vielen Féllen weitgehend unphysikalischen Szenarien zu
entsprechen (Sanchez Almeida et al., 1988). Kompliziertere atmosphirische Strukturen
auf der Basis von diinnen magnetischen Flussrohren (Biinte et al., 1993; Bellot Rubio,
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2000; Steiner, 2000; Frutiger & Solanki, 2001) bieten zwar physikalisch realistischere Rah-
menbedingungen, haben aber dennoch Probleme, alle méglichen Erscheinungsformen von
asymmetrischen Stokes-Profilen zu erzeugen. Weiterhin sind diese Szenarien auf der Basis
von Flussrohren-Modellen mit angenommenen Durchmessern von 100 oder mehr Kilo-
metern im Zusammenhang mit einem multidimensionalen oder 1.5-Dimensionalen Strah-
lungstransport duflerst modellabhiingig, da die Geometrie der Flussrohre beziiglich der
Sichtlinie direkten Einfluss auf das Ergebnis hat.

Einen vielbeachteten Vorstofl zur Erklarung der hiufig und vielfialtig beobachteten Asym-
metrien der Stokes-Profilen in der Photosphire gaben Sanchez Almeida et al. (1996).
Darin postulieren sie die Existenz einer kleinskaligen magnetischen Strukturierung auf
Skalen weit unterhalb der mittleren freien Weglinge in der Photosphére. Diese Hypothe-
se der Mlcro-Structured-Magnetic-Atmosphere (MISMA) ist in der Lage, fast jede Art
von Asymmetrie der Stokes-Profile zu erkliren (Sanchez Almeida, 1997; Sanchez Almeida
& Lites, 2000). Die MISMA-Hypothese fand aber nicht nur durch Beobachtungsmaterial
Bestéitigung, sondern auch durch theoretische Aspekte. Dazu zéhlen eine Reihe von theore-
tischen Abschétzungen iiber die Ausdehnung von Grenzschichten bzw. der Mindestgrofie
von diinnen magnetischen Flussréhren, die eine untere Grenze von wenigen Kilometern
fiir deren horizontale Ausdehnung zulassen (Schiissler, 1986). Weiterhin legen Annahmen
iiber einen von den granularen Geschwindigkeitsfeldern getriebenen lokal operierenden
Dynamo in der Photosphére die Existenz von kleinskaligen Magnetfedern nahe (Catta-
neo, 1999; Emonet & Cattaneo, 2001). Diese teilweise auch turbulente Strukturierung laft
sich mit den in der MISMA-Hypothese gemachten Annahmen gut in Einklang bringen
(Sanchez Almeida, Emonet & Cattaneo, 2003). Auch die bis dahin bestehenden Schwie-
rigkeiten bei der Beschreibung der Entstehung von optisch diinnen Flussstrukturen in der
Photospére mit Magnetfeldstirken im Bereich von 1-2 kG konnten gelost werden. Op-
tisch diinne Flussrohren erméglichen durch ihre mangelnde thermische Abschirmung zwar
nicht die Verstirkung eines vorhandenen Subkilogauss-Feldes durch die Modellannahme
des konvektiven Kollapses (Webb & Roberts 1978; Spruit & Zwiebel, 1979), jedoch konnte
Sanchez Almeida (2001) mit der sogenannten thermische Relazation einen Entstehungsme-
chanismus beschreiben, der es auch optisch diinnen Strukturen erlaubt, in der Photosphére
eine Magnetfeldstirke aufzubauen die in der Gréfenordnung von 1-2 kG liegt.

Einer der Vorteile des Strahlungstransports unter der Annahme einer Mikrostrukturierung
ist die Beschreibung durch statistische Mittel. Anstatt eine feste Anzahl von magnetisch
und unmagnetischen Komponenten in Form von gerade ausgerichteten Flussrohren zu-
grundezulegen, erlaubt dieser flexiblere Ansatz im Prinzip die Beschreibung iiber kontinu-
ierliche bzw. diskrete Verteilungsfunktionen. Doch trotz der Erfolge bei der Reproduktion
beobachteter Profile besitzt der stochastische Ansatz bei der Beschreibung des Strah-
lungstransports unter der MISMA-Hypothese deutliche Schwachpunkte. Dazu zéihlen ins-
besondere die Annahme der Mikrostrukturierung der atmosphérischen Elemente, welche
gleichbedeutend ist mit der statistischen Unabhingigkeit dieser Strukturen untereinander.
Dies hat zur Folge, dass jede Art der Korrelation, also die Ausdehnung der individuellen
magnetischen Elemente beim Strahlungstransport, vollstindig vernachlissigt wird. Dies
findet wiederum in der Beschreibung des polarisierten Stahlungstransports derart seinen
Ausdruck, dass sowohl die Absorptionsmatrix als auch die Quellfunktion durch ihre rdum-
lichen Mittelwerte ausgedriickt werden, dhnlich der mikroturbulenten Beschreibung von
Geschwindigkeitsfeldern. Technisch gesprochen wird hier also erst eine rdumliche Mittelung
durchgefiihrt, noch bevor die Strahlungstransportgleichung aufintegriert wird. Ein weiterer
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Schwachpunkt ist, dass die so erzielte Vereinfachung nur fiir sehr kleine Strukturen giiltig
ist, die eine vernachlissigbare Absorptionsfihigkeit entlang der Sichtlinie besitzen. Das be-
deutet nicht nur, dass diese Annahme sehr von der zugrundeliegenden Geometrie zwischen
Sichtline und den magnetischen Strukturen abhingt, es verlangt zudem, dass schwach oder
ginzlich unmagnetische Strukturen entlang der Sichtlinie ebenfalls schwach absorbierend
sein miissen, da sie mit in den rdumlichen Mittelungsprozess einbezogen werden. Ein mi-
krostrukturierter Ansatz wie bei Sanchez Almeida & Lites (2000) erlaubt somit, fiir kleine
magnetische Fiillfaktoren, keine korrekte Behandlung des Strahlungstransports.

Sowohl die Linienentstehung auf der Basis konventioneller Flussrohrenmodelle als auch
die Linienentstehung unter der MISM A-Hypothese stellen zwei extreme Sichtweisen dar.
Beim konventionellen Fliissrohrenmodell wird die Atmosphére durch eine feste Zahl von
unflexiblen Makrostrukturen modelliert. Dadurch ist der Linienentstehungsprozess stark
von der Geometrie des Modells und der Sichtlinie abhéingig. Insbesondere bei starken
dynamischen Prozessen in der Atmosphire 148t sich so keine sichere Interpretation der
Beobachtungen erzielen. Auf der anderen Seite bietet die MISMA-Hypthese zwar eine
Moglichkeit, sehr kleinskalige Strukturen zu untersuchen, aber schon die Prisenz einer
inhomogenen Mischung von Strukturen verschiedenster Ausdehnungen und/oder Dichten
erlaubt keine angemessene Beschreibung des Linienentstehungsprozesses.

In dieser Arbeit soll der stochastische Ansatz zur Beschreibung der atmosphérischen Struk-
turen konsequent verallgemeinert werden, um so eine Briicke zwischen mikro- und ma-
krostrukturierter Beschreibung zu schlagen. Die Charakterisierung der atmosphérischen
Verhiltnisse mit Hilfe eines stochastischen Prozesses fithrt durch die Kopplung der atmo-
sphérischen Parameter mit den Intensitétszustinden der polarisierten Strahlung direkt zu
einem stochastischen Strahlungstransport fiir polarisiertes Licht. Durch die stochastische
Beschreibung des Strahlungstransports wird es méglich sein, auf mathematisch korrekte
Weise, die variable und endliche Ausdehnung der Strukturelemente einer Atmosphére zu
beriicksichtigen.



Kapitel 2

Der polarisierte
Strahlungstransport

Im diesem Kapitel soll der grundlegende Mechanismus der Lichtausbreitung in einer plan-
parallelen Atmosphére in Gegenwart eines Magnetfeldes beschrieben werden. Zunéchst
wird kurz auf die Annahme des lokalen thermischen Gleichgewichts eingegangen. Danach
wird der Zeeman-Effekts beschrieben, der fiir die Aufspaltung der Spektrallinien und der
Generierung von polarisiertem Licht verantwortlich ist. Folgend wird dann der Stokes-
Vektor als effiziente und kompakte Beschreibung des polarisierten Lichts eingefiihrt. An-
schliessend wird der Strahlungstransport entlang eines Sehstrahls beschrieben. Dazu soll
zunéichst die skalare Transportgleichung formuliert werden, um dann mit Hilfe des Stokes-
Vektors den Lichttransport in der Gegenwart eines Magnetfeldes zu beschreiben.

2.1 Lokales Thermisches Gleichgewicht

Eine der wesentlichen Voraussetzungen und Vereinfachungen fiir die folgende Beschrei-
bung des Strahlungstransports ist die Annahme des lokalen thermischen Gleichgewichts
(local thermodynamic equilibrium, LTE). Man spricht vom thermischen Gleichgewicht ei-
nes Gases, wenn der thermodynamische Zustand rdumlich und zeitlich im gesamten Volu-
men durch einen Parameter, die Temperatur, gegeben ist. Da keine lokalen Abweichungen
auftreten, wird in jedem Volmenelement gerade soviel Strahlung absorbiert wie auch emit-
tiert. Da in Sternenatmosphéren ein stdndig nach auflen gerichteter Netto-Strahlungsstrom
existiert, ist die Annahme des thermodynamischen Gleichgewichts zwar global fiir die ge-
samte Atmosphére nicht giiltig, jedoch kann sie fiir kleine Volumenelemente innerhalb der
Atmosphiire, dort wo die Dichten hoch genug sind und stoBinduzierte Uberginge domi-
nieren, eine sinnvolle Ndherung sein. Eine der wesentlichen Vereinfachungen, die unter
der Annahme von LTE angewandt werden koénnen, ist, dass sich die Emission durch die
Kirchhoff-Planck-Funktion beschreiben 148t,

2hv?

By(T) = 2 (eM/FT 1)

(2.1)

und somit allein durch die Temperatur beschrieben werden kann. Die Annahme, dass
die Emission allein durch die Temperatur bestimmt wird, setzt natiirlich entsprechend

11
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hohe Stossraten voraus. Dies fiihrt auch dazu, dass Absorption- und Emissionsprozess
weitgehend voneinander entkoppelt sind. Eine wichtige Beziehung fiir das Berechnen der
jeweiligen Besetzungszahldichten von (r+1)-fach zu r-fach ionisierten Atomen lafit sich
unter LTE-Bedingungen durch die Saha-Boltzmann-Gleichung angegeben, die wie folgt
lautete

nr-l—lne _ 2Qr+1 (27rmekT)3/2 eXr/kT ‘

nr Qr h2

(2.2)

Hierbei bezeichnet Q" T'und Q" die Zustandssummen des (r+1)-fach und r-fach ionisierten
Atoms, x, die Ionisationsenergie des r-fach ionisierten Atmos und 7, die Elektronendichte.
Mit der Annahme des lokalen thermischen Gleichgewichts 148t sich weiterhin das Beset-
zungzahlverhéltnis zweier Niveaus n; und n;1; mit der Energiedifferenz AFE durch die
Boltzmann-Gleichung beschreiben:

. .
i+l _ gi+1 6—AE/kT , (23)
n; gi

wobei g; und g;11 die statistischen Gewichte des i-ten bzw. (i41)-ten Energieniveaus sind.
Weitaus komplizierter stellt sich der Fall des nicht lokalen thermodynamischen Gleichge-
wichts (non-local thermodynamic equilibrium, NLTE) dar. Dort, wo durch abnehmende
Dichte Streuprozesse wirksam werden und anstelle der stoinduzierten Ubergéinge strah-
lungsinduzierte Uberginge mehr und mehr an Bedeutung gewinnen, haben Gleichung (2.3)
und (2.1) keine Giiltigkeit mehr. Die Besetzungzahlen und die Reemission werden dann
durch das Strahlungsfeld selbst mitbestimmt und fithren so zu einer komplizierten nicht-
lokalen und nichtlinearen Kopplung der Transportgleichung.

2.2 Der Zeeman-Effekt

Die Aufspaltung von Spektrallinien unter dem Einfluss von Magnetfeldern ist seit dem
Jahre 1896 dokumentiert und bekannt, als Pieter Zeeman im Labor die Verbreiterung
und Polarisation der Natrium-D-Linien untersuchte und richtig interpretierte. Eine erste
klassische Erklarung dieses Phinomens erfolgte bereits kurz danach durch Lorentz, jedoch
dauerte es bis zum Jahr 1916, als Debye und Sommerfeld und dann etwas spéiter 1918
Bohr eine allgemeinere quantenmechanische Erklarung dieses Effektes lieferten.

Zunéchst betrachtet man den Hamiltonoperator H eines Atoms in einem dufleren Magnet-
feld B. Durch die Wechselwirkung zwischen dem magnetischen Moment des Atoms und
dem &ufleren Feld erhélt man zusitzlich zum ungestérten Operator Hy in erster Ordung
Storungsrechnung einen Beitrag Hy, sodass man fiir H

e

H = Hy+ H, = Hy+ 5 (L+25)B (2.4)

MeC

erhélt. Dabei sind e die Elementarladung des Elektrons mit der Masse m, und ¢ die Licht-
geschwindigkeit. L ist der Operator des Bahndrehimpulses, dessen Quadrat die Eigenwerte
R2L(L + 1) (mit L = 0,1,2,...) besitzt, S der Spinoperator, dessen Quadrat die Eigen-

werte B2S(S + 1) (mit S = 0, %, 1, %, 2,...) hat, und B ist das duflere Magnetfeld. Hierbei
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wurde die Giiltigkeit der Russel-Saunders-Kopplung (LS-Kopplung) angenommen. Wei-
terhin wird hierbei angenommen, dass das magnetische Moment des Kerns vernachlissigt
werden kann und die Kopplung des Atoms an das duflere Feld schwach im Vergleich zur
Spin-Bahn-Kopplung ist. Letztere Annahme ist fiir die hier betrachteten Spektrallinien
und fiir die auf der Sonne beobachteten Magnetfeldstirken gewéihrleistet. Damit sind die
Voraussetzungen fiir die Anwendung der Stérungstheorie erster Ordnung erfiillt, die das
Ergebnis liefert, dass durch das duflere Feld die (2J + 1)-fache Entartung der Energienive-
aus aufgehoben wird. Dabei ist J die Quantenzahl des Gesamtdrehimpulses J = L + S.
Wihlt man die Quantisierungsachse z so, dass sie in Richtung des Magnetfeldes zeigt, ist
die Energie der einzelnen Niveaus gegeben durch

Ejm=FEj;+ mgMB . (2.5)

Hierbei ist E; die Energie eines Niveaus ohne dufieres Feld (F; ist Eigenwert von Hy),
AM (mit M = —J,—J + 1,...,+J) ist Eigenwert von J,, der Drehimpulskomponente in
Richtung des Magnetfeldes, uy = eh/2m.c ist das Bohrsche Magneton, B =| B |= B,,
und g ist der Landé-Faktor. Im Falle der L.-S-Kopplung kann der Landé-Faktor geschrieben
werden als

J(T+1)+8(S+1)— L(L+1)

~1
g=1+ 2J(J +1)

. (2.6)

Historisch bedingt wird eine Unterscheidung zwischen normalem und anomalem Zeeman-
Effekt getroffen. Der normale Zeeman-Effekt tritt im allgemeinen bei Ubergiingen zwischen
Niveaus mit gleichem Landé-Faktor auf oder wenn ein Niveau mit J = 0 beteiligt ist. Den
moglichen Ubergiingen liegt die Auswahlregel AL = =1 fiir elektromagnetische Dipol-
strahlung zugrunde. Dies hat zur Folge, dass die Auswahlregel fiir die Projektion M des
Gesamtdrehimpulses auf die Quantisierungsachse gegeben ist durch

AM = 0,41, (2.7)

mit der Bedingung, dass M = 0 — M = 0 nur gilt, falls AJ # 0. Dies wiederum be-
wirkt, dass die Spektrallinie in drei Komponenten mit den Frequenzen 1y und vy + ugB
aufspaltet. Der unverschobene Anteil (AM = 0) wird als 7-Komponente bezeichnet, die
verschobenen Anteile (AM = 41) als o™-Komponenten. Die (AM = +1)-Komponente
ist blau-, die (AM = —1)-Komponente rotverschoben. Im Falle eines Ubergangs mit einer
Beteiligung eines J = 0-Niveaus ist es offensichtlich, dass die Linie in genau drei Kompo-
nenten aufspaltet. In diesem Fall ist der Landé-Faktor der Linie mit dem Landé-Faktor
des J = 1-Niveaus identisch. Im allgemeinen Fall - welches im eigentlichen Sinne den Nor-
malfall darstellt - haben oberes und unteres Niveau verschiedene Landé-Faktoren, und die
Spektrallinie hat i.a. mehr als drei Komponenten. Dies wird als anomaler Zeeman-Effekt
bezeichnet. Bezeichnet man die Landé-Faktoren des unteren und des oberen Niveaus mit
gi(lower) bzw. g, (upper), erhilt man jetzt fiir die Energieniveaus mit ansonsten gleichen
Bezeichnungen wie in Gleichung (2.5)

By = Ey + po(guMy — M) B . (2.8)
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Man kann auch fiir Linien, die einen anomalen Zeeman-Effekt zeigen, eine Unterscheidung
zwischen o- und w-Komponenten treffen, wenn man analog zum Landé-Faktor bzw. g-
Faktor fiir ein normales Zeemna-Trplett einen effektiven Landé-Faktor einfiihrt (Beckers,
1969)

Gers = 5+ ) + 3 (00— 9) U+ 1) — Ju(Ju + 1)) 2.9

Der effektive Landé-Faktor ist ein Maf} fiir die Wellenlingenverschiebung des Schwer-
punktes der o- und wm-Komponenten relativ zur Frequenz 1y bzw. Wellenldnge Ag der
unverschobenen Linie. Es ist hierbei anzumerken, dass die letzte Gleichung symmetrisch
beziiglich des Austausches von oberen und unteren Niveau ist und auch fiir den normalen
Zeeman-Effekt giiltig ist (wenn fiir J =0, g = 0 gesetzt wird).

Aus der Gleichung (2.5) folgt fiir die Wellenlingenaufspaltung A\g der einzelnen Kom-
ponenten durch den Zeeman-Effekt

e
4mrmec

Ap = gBM. . (2.10)

Im cgs-System gilt A\g = 4.67-10 1 gBA2 (A [cm], B [Gauss]).

Aufgrund der Kopplung der Dipolstrahlung mit dem Drehimpuls L der beteiligten Uberginge
und den entsprechenden Auswahlregeln, zeigen die Zeeman-Komponenten in Abhéngig-
keit der Quantisierungsachse des Magnetfeldes ganz bestimmte Polarisationseigenschaften.
Bei Beobachtung parallel zum Magnetfeld sind nur die beiden o-Komponenten sichtbar,
welche entgegengesetzt zirkulare Polarisation zeigen (longitudinaler Zeeman-Effekt). Bei
Beobachtung senkrecht zum Magnetfeld, erscheinen alle drei Komponenten mit linearer
Polarisation (transversaler Zeeman-Effekt). Der allgemeine Fall beliebiger Betrachtungs-
richtung zeigt sowohl linear als auch zirkular polarisierte Anteile der o-Komponenten, also
elliptisch polarisiertes Licht. Die m-Komponente verbleibt hingegen aufgrund der Auswahl-
regel linear polarisiert. Die Stéirke der linear sowie der zirkular polarisierten Anteile wird
zum einen durch die quantenmechnische Ubergangswahrscheinlichkeit und zum anderen
durch die geometrische Anordnung von Magnetfeld- und Beobachtungrichtung bestimmt.
Hierauf wird in Abschnitt 2.5 ndher eingegangen.

2.3 Die Stokes-Parameter

Zur vollstéandigen Beschreibung polarisierter Strahlung sind neben der Intensitit noch wei-
tere Parameter notwendig. Als besonders niitzlich hat sich ein von George Gabriel Stokes
im Jahr 1852 definierter Formalismus erwiesen. Die in diesem Formalismus verwendeten
Parameter sind direkt mit physikalisch messbaren Groéflen verkniipft. Damit gelingt es
in Verallgemeinerung der Beschreibung des Transports unpolarisierten Lichts, eine kom-
pakte Schreibweise fiir den polarisierten Strahlungstransport zu erhalten. Ausgangspunkt
fiir die Beschreibung einer elektromagnetischen Welle ist die Darstellung des elektrischen
Feldvektors E in der Ebene senkrecht zur Ausbreitungsrichtung. Dazu betrachtet man
eine quasi-monochromatische Welle mit einer mittleren Frequenz v und der dazugehorigen
mittleren Wellenldnge \. Die spektrale Breite bzw. Unschérfe der Welle sei Av <« v. Fiir
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den elektrischen Feldvektor einer solchen Welle, die sich in positiver z-Richtung ausbreitet,
gilt

E(z,t) = (5()x+5()y)ei(kwt> mit (2.11)
E:(t) = &#)e " und
&) = &)e ™0

Hierbei sind &, und &, die Amplituden, ¢, und ¢, die Phasen, & die mittlere Wellenzahl
und w die mittlere Kreisfrequenz.

Fiir jeden Elementarprozef eines atomaren Uberganges stellt die obige Gleichung zwar eine
korrekte Beschreibung des Feldvektors dar, jedoch wird im allgemeinen eine sehr grofle
Anzahl statistisch unabhingiger Elementarprozesse bei der Generierung der erzeugten
Strahlung beteiligt sein, sodass die Amplituden und Phasen des resultierenden Feldvektors
E in der Regel Zeitabhingig sind und somit selbst keine Observablen darstellen. Diese
sind daher fiir eine operative Beschreibung des Polarisationszustandes nicht geeignet. Aus
diesem Grunde fiihrte Stokes ein Satz von vier Parametern ein, die im statistischen Sinne
eindeutig den Polarisationszustand beschreiben und die alle die Dimension einer Intensitit
besitzen. Eine genaue Herleitung dieser Parameter kann u.a. bei Rees (1987) nachgelesen
werden. Die vier Parameter besitzen folgende Darstellung

= (& +¢&), (2.12)
= (& &),

(fxﬁy cos(¢z — by))

= 2<€x£y sin(¢g — ¢y)> .

SN TS0 N~
|

Dabei wird durch die spitzen Klammern (...) der durch die Beobachtung bedingte Mitte-
lungsprozefl zum Ausdruck gebracht, da die Dauer der Messung viel grisser als die Dauer
der Elementarprozesse ist. Die anschauliche Bedeutung der vier Stokes-Parameter ist nicht
sofort einsichtig, aber durch geeignete Koordinatentransformation (Rees, 1987) 1afit sich
zeigen, dass

e V der Differenz der Intensitéiten von rechts und links zirkular polarisiertem Licht,

e ( der Differenz der Intensitdten von linear polarisiertem Licht unter einem Winkel
von 0° und 90°,

e U der Differenz der Intensitéiten von linear polarisiertem Licht unter einem Winkel
von 45° und 135°,

o [ der Gesamtintensitit

entspricht. Der Bezugspunkt fiir die Winkelangaben ist zunéchst willkiirlich und wird in
der praktischen Anwendung durch den Versuchsaufbau bestimmt.

Der Polarisationsgrad P der beobachteten elektromagnetischen Strahlung 148t sich durch
die Stokes-Parameter sehr anschaulich definieren als Polarisationsgrad

Q>+ U2+ V2

P = 2

(2.13)
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Hier wird sofort ersichtlich, dass fiir vollstdndig polarisiertes Licht
FP=Q*+U?+V? (2.14)

gilt.

Der Polarisationszustand der elektromagnetischen Strahlung li8t sich in kompakter Schreib-
weise als Stokes- Vektor zusammenfassen

I=(1,Q,U V)", (2.15)

dabei bezeichnet T' den transponierten Vektor. Hierbei soll angemerkt werden, dass es sich
im mathematischen Sinne nicht um einen Vektor handelt, da die Stokes-Parameter in der
Regel nicht die Elemente eines Vektorraumes bilden.

2.4 Der skalare Strahlungstransport

Eine grundlegende Gréfle in der Theorie des Strahlungstransports ist die Intensitét I eines
Strahlungsfeldes. Die Anderung der monochromatischen Strahlungsintensitit I, entlang
des Weges s a8t sicht auf die drei Elementarprozesse spontane Emission, induzierte Emis-
sion und Absorption in einem 2-Niveau-System zuriickfithren (Mihalas, 1978),

% = @ ((—Blgnlé,, =+ BQl’rLQ‘I/VN)L, =+ Aglng\py) . (216)
s 47

Dabei sind Ay und Bg; die Einsteinkoeffizienten fiir die spontane bzw. induzierte Emis-
sion, By der Einsteinkoeffizient fiir die Absorption zwischen dem unteren Niveau 1 und
dem oberen Niveau 2. Weiterhin sind n; und no die Besetzungszahlen des unteren bzw.
oberen Niveaus und ®, und ¥, sind die Absorption- bzw. Emissionsprofilfunktionen. Fiir
die Einsteinkoeffizienten gelten die Relationen

A12 o 2hl/3

B
2 _9 und 5>

By ¢ By c

(2.17)

wobei ¢g; und g9 die statistischen Gewichte des unteren bzw. oberen Niveaus sind. Das
Verhiltnis der Besetzungszahlen ns und ng ist gemiss der Boltzmann-Statistik durch
Gleichung 2.3 gegeben.

Aufgrund der Annahme von LTE und der damit verbundenen Dominaz vom stoflindu-
zierten Vorgingen sind Absorption und Emission weitgehend voneinander entkoppelt,
und fiir die Profilfunktionen gilt ®, = ¥, (Stenflo, 1994). Spontane Emission begrenzt
die Lebensdauer des angeregten Zustandes, was entsprechend der Unschérferelation eine
Unschérfe in der Energie zur Folge hat. Daraus resultiert eine statistische Verbreiterung
des Absorptions- bzw. Emissionsprofils. Dieser Verbreiterungsmechanismus wird Strah-
lungsddmpfung genannt, und die entstehende Verbreiterung als natiirliche Linienbreite
bezeichnet. Die resultierende Profilfunktion (Lorentz-Profil) ist wie folgt definiert:

I'y
(@nAv)? + T%,/4°

Ty(Av) = (2.18)
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wobei I'y der Dampfungsterm ist und I'y /27 die Halbwertsbreite des Profilfunktion be-
stimmt. Weiterhin ist Av die Frequenzverschiebung. In der Sonnenatmosphire ist die
natiirliche Linienverbreiterung klein gegeniiber der Stoss- oder Druckverbreiterung. Diese
resultiert aus der Kollision des angeregten Atoms mit anderen Teilchen, bei der ein Teil
der Energie des angeregten Atoms auf den Stofipartner iibertragen und die Lebensdauer
des angeregten Zustands verkiirzt wird. Die dominierenden Beitrige zur Stofiverbreiterung
in der Photosphére sind St68e mit neutralem Wasserstoff ( Van-der- Waals- Verbreiterung)
und mit Elektronen (Stark- Verbreiterung). Die Frequenzabhingigkeit ist auch bei diesen
Verbreiterungsmechanismen durch ein Lorentz-Profil gegeben. Die Faltung der verschie-
denen Beitrige liefert die Profilfunktion ¥p;,, der Gesamtdidmpfung, welche wiederum
einem Lorentz-Profil entspricht. Geméfl der Faltungsoperation setzt sich der resultierende
Dampfungsterm I"pg,, nun additiv aus den Dimpfungstermen der natiirlichen Linienver-
breiterung 'y, der Van-derWaals-Verbreiterung ['y4pr und der Stark-Verbreiterung I's;
zusammen zu, U'pgm = 'y + Tyaw + Tsy-

In einem Ensemble von Atomen besitzt jedes einzelne eine Geschwindigkeitskomponente
¢ entlang der Sichtlinie des Beobachters, sodass zusétzlich zu den genannten Verbreite-
rungsmechanismen eine Doppler- Verbreiterung durch die unkorrelierte Uberlagerung der
Eigenbewegungen auftritt. Mit der Annahme des LTE geniigen die Geschwindigkeiten
einer Maxwell-Verteilung, nach der fiir die Wahrscheinlichkeit, ein Atom mit der Sichtli-
niengeschwindigkeit £ im Intervall (£, £ + d€) anzutreffen, gilt

1

me—?/ﬁ%dg . (2.19)
0

W (&)dg =

Dabei ist &y = /2kT /m 4 die wahrscheinlichste Gechwindigkeit bei der Temperatur 7" und
der atomaren Masse m 4. Mit der Annahme &, < ¢ und der Definition fiir die Doppler-
Breite

AVD = I/Ufo/C s (220)

fithrt das zu einer Doppler-Verbreiterung mit dem Profil

Up(Av) = ﬁ exp —(Av/Avp)?. (2.21)

Die resultierende Profilfunktion aus Ddmpfung und Doppler-Verbreiterung erhélt man nun
durch die Faltung der beiden Profile ¥ p;,, und ¥ p, woraus sich folgende Profilform ergibt

U (v)

50 —(Av/Avp)?
a / ¢ Av) . (2.22)

- VTAvp J oo 2m(v — v — Av)2 + F2/4d(

Mit den Definitionen

B ¢ B Av
Y7 % T Ay
'pim
"= A (2.23)
vV — 1)
v =

Avp '’
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erhilt man

T(v) (2.24)

1
=——-H .
ﬁAVD (U, a’)

Dabei ist das Resultat der Faltung aus Lorentz-Profil und Gauss-Profil durch die Voigt-
Funktion H(v,a) mit

_a [ e_y2dy
H(’U,a):%/oom, (225)

gegeben, welche die typische Form einer atomaren Spektrallinie ohne Séttigungseffekte
beschreibt.

Um nun noch neben der Profilform auch die Stéirke der Absorptions und Emmissionspro-
zesse zu beschreiben wird die Gleichung (2.16) in folgende Form gebracht

I, ,
‘fl—s = mVU, I, + 4, =m0, (1, - S.). (2.26)

Dabei sind x; der Linienabsorptionskoeffizient, j, der Linienemissionskoeffizient und S
die Linienquellfunktion, welche der Beziehung j!, = #;¥,S’ geniigt. Entsprechend der
Gleichung (2.16) und den Einsteinrelationen (2.17) sind diese gegeben durch

h

R = —4VBlgn1 <1 - —gln2> 5 (227)
™ gani
hv 2hv3 1

4 I _

v = —47TA217L2\I/V bzw. Su = 62 gizf 1 . (228)

Der Einsteinkoeffizient By ist die Ubergangswahrscheinlichkeit vom unteren zum oberen
atomaren Zustand er entspricht somit dem atomaren Wirkungsquerschnitt der Absorpti-
on und héngt nur von den physikalischen Eigenschaften der beiden Zustinde ab. Es ist
moglich, By direkt aus quantenmechanischen Rechnungen zu ermitteln, doch ist es iiblich
und fiir den allgemeinen Fall genauer, den Wert experimentell zu bestimmen. Damit wird
jedem Ubergang eine sogenannte Oszillatorenstirke fio zugeordnet, die ein Maf fiir die
Stirke bzw. die Ubergangswahrscheinlichkeit ist. Dabei besteht folgende Beziehung:

e hv
= —B 2.29
mecf12 i P12 ( )

wobei e die Elementarladung ist und m, die Masse des Elektrons. Da der Wirkungsquer-
schnitt und somit auch fis wesentlich durch die Besetzungszahl- und Ionisationsverhélt-
nisse beeinflusst wird, wird unter LTE-Bedingungen die Oszillatorstirke wesentlich durch
die Boltzmann-Gleichung und Saha-Gleichung bestimmt und somit durch die Tempera-
tur und den Elektronendruck. Fiir den Linienabsorptionskoeffizienten 148t sich dann unter
LTE-Bedingungen

71'62

K] =

nifiz (1 - e71F) (2.30)

e
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schreiben. Fiir die Linienquellfunktion ergibt sich mit Hilfe der Boltzmann-Gleichung (2.3)

3
s _p 2hv

v (1) = 2ehv/kT _ 17 (2.31)

was der Kirchhoff-Planck-Funktion (2.1) entspricht. Uberginge zwischen gebundenen Zustéinden
haben geméf der Profilform nur innerhalb eines kleinen Frequenzbereiches Einflufy auf das
Strahlungsfeld. Von Bedeutung fiir die Strahlungsintensitéit sind neben den bereits dis-
kutierten diskreten Ubergingen auch kontinuierliche Absorptions- und Emissionsprozesse.
MaBgeblich hierfiir sind gebunden-frei- und die frei-frei-Uberginge fiir die Absorption sowie
deren inverse Prozesse fiir die Emission. Den dominierenden Beitrag an der kontinuierli-
chen Absorption haben der neutrale und das negative Wasserstoff-Ion. Um den Prozess
der kontinuierlichen Absorption und Emissions Rechnung zu tragen werden der zusétz-
liche kontinuierliche Absorptionskoeffizient . und die kontinuierliche Quellfunktion S¢
eingefithrt. Fiir die kontinuierliche Absorption bzw. Emission gelten im wesentlichen die
Bedingungen des lokalen thermischen Gleichgewichts, da diese Strahlung iiberwiegend aus
den unteren Schichten der Photosphire stammt. Die Strahlungstransportgleichung (2.26)
nimmt somit folgende Form an:

W — (et w0 (1, — BUT)) (2:32)

2.5 Der Strahlungstransport im Magnetfeld

In der Gegenwart eines Magnetfeldes ist es nun aufgrund der durch den Zeeman-Effekt
induzierten Aufspaltung und Polarisation von besonderem Interesse, nicht nur die Strah-
lungsintensititen allein zu betrachten, sondern auch dessen Polarisationszustand. Mit Hil-
fe des Stokes-Vektors gelingt es, eine Gleichung analog zur skalaren Differentialgleichung
(2.32) zu formulieren. Diese lautete geméf Landi Degl’Innocenti und Landi Degl’Innocenti
(1972)

dI, . dI,
— KT, 4+, % K1+, 2.
Is + 7, bzw I (I, +S,) (2.33)

und bildet ein gekoppeltes lineares Differentialgleichungssystem, wobei s wiederum den
geometrischen Weg entlang der Sichtlinie beschreibt. Im folgenden soll auf die Frequen-
zindizies der Ubersichtlichkeit halber verzichtet werden. Der Absorptionskoeffizient aus
Abschnitt 2.4 wird nun ersetzt durch K = Kjj, der totalen Absorptionsmatrix, welche
gegeben ist durch

K = k.l + 50, (2.34)
und die Emission wird ersetzt durch 7, dem totalen Emissionsvektor, gegeben durch

j = keSeeo + riSiep . (2.35)



20

KAPITEL 2. DER POLARISIERTE STRAHLUNGSTRANSPORT

Dabei sind 1 die 4 x 4 Einheitsmatrix und eg der Einheitsvektor. Die Linienprofilfunktion

¥ wird nun durch die Linenabsorptionsmatrix ¥ ersetzt und ist gegeben durch

=1
I

Diese Matrix kann in drei Komponenten zerlegt werden :

U Uy Uy Uy
Uy U UL -0
Uy -0 0
Uy Uy U U

1. einen Diagonalanteil mit W;-Termen, der die Absorption ungeachtet des Polarisati-
onszustndes beschreibt,

2. einen symmetrischen Anteil, der die ¥, Uy, und Wy -Terme enthélt und die polari-

sationsabhingige Absorption beschreibt (Dichroismus),

3. einem antisymmetrischen Anteil, der die U*-Terme enthélt und die Effekte der an-

omalen Dispersion (magneto-optische Effekte) beschreibt.

Fiir elektromagnetische Dipoliiberginge in einem Magnetfeld unter LTE-Bedingungen ha-
ben die Eintrige die folgende Form

1 . 1
3 (Tosin® v+ 50+ )1+ cos?))

1

<\pr — 5(\1”" + \Ilb)> sin? vy cos 2¢ ,
1

<\pr - 5T+ \Ifb)> sin? ysin2¢ ,

(\IIT - \Ijb) cos7y,
1
<\If;‘, — 5(\11: + \IIZ)> sin® y cos 2¢ ,

<\pr — 5(\Ifr + \Ifb)> sin® ysin 2¢ ,

N N = N =N = DN = N =

(Uy — Uy)cosy .

r

(2.36)

Hierbei bezeichnet v den Inklinationswinkel (Winkel zwischen Sichtlinie und Magnetfeld-
ausrichtung), ¢ das Azimut (Projektion des Magnetfeldes auf die Ebene senkrecht zur

Sichtlinie) sowie ¥, ;, und ¥

%
p,b,r

die verallgemeinerten Profilfunktionen fiir die Absorpti-

on und anomale Dispersion. Man erhélt die verallgemeinerten Profilfunktionen als Summen

iiber die Beitrige aller Ubergiinge, die der Auswahlregel

+1=b

AM =M, - M| 0=p

1=

(2.37)
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geniigen. Dabei ist p die m-Komponente des Zeeman-Tripletts, b die blauverschobene o-
Komponente und r die rotverschobene o-Komponente. Es gilt dann fiir die verallgemei-
nerten Profilfunktionen mit (¢ = 0,+1)

g => Sy(My, My)H(vg — va,a), (2.38)
M,

\I]; = Z Sq(Ml’ MU)F(Uq —va,0). (2.39)
M,

Dabei sind M; = M, + ¢ und v, = v + vp(9,M, — g1M;). Die Voigt-Funktion H(v,a)
ist durch (2.25) gegeben, F(v,a) wird als Liniendispersionsfunktion oder Faraday- Voigt-
Funktion bezeichnet und ist definiert durch

F(v,a) = %/_o:o H% . (2.40)

Die Faraday-Voigt Funktion ist antisymmetrisch beziiglich v, wihrend die Voigt-Funktion
symmetrisch ist. Die Definition der Parameter y, @ und v entspricht der in (2.24) getroffe-
nen Vereinbarung. Die Parameter v4 und vp entsprechen der Doppler-Verschiebung und
der Zeeman-Aufspaltung. In Einheiten der Doppler-Breite sind diese Parameter wie folgt
definiert

A — )\0 B A)\A _ >\0€A A)\B 6)\%

Ap AT AN, Aape’ BT ANy drmuAAp

v =

(2.41)

Sy, in den Gleichungen (2.38) und (2.39) sind die normierten statistischen Gewichte, die
durch das Wigner-Eckart-Theorem gegeben sind

2
J Ju 1
SQ(MlaMu):<_Z\l41 M, q) (2.42)

Eine genaue Angabe zu den statistischen Gewichten kann u.a. bei Stenflo (1994) gefunden
werden.

2.6 Formale L6sung des polarisierten Strahlungstransports

Zunichst gilt festzustellen, dass eine analytische Losung des gekoppelten Differential-
gleichungssystems (2.33), von besonderen Spezialfillen abgesehen (wie z.B. der Milne-
Eddington-Atmosphire), im allgemeinen Fall nicht moglich ist, sodass in der Regel eine
numerische Integration der Strahlungstransportgleichung durchzufiihren ist. Jedoch kann
in Verallgemeinerung zur skalaren Strahlungstransportgleichung eine formale Losung der
Transportgleichung (2.33) angegeben werden (Landi Degl’Innocenti & Landi Degl’Innocenti,
1985). Die Beschreibung der formalen Losung des polarisierten Strahlungstransports wird
auch im weiteren Verlauf der Arbeit von besonderen praktischen Nutzen sein.

Ausgehend von der Strahlungstransportgleichung (2.33),

dr
—=-K(I+8), (2.43)
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148t sich zunéchst fiir den homogenen Fall ein linearer Operator O einfithren (Gantmacher,
1959) der am Punkt s" auf den Stokes-Vektor I wirkt und diesen in den Stokes-Vektor an
der Stelle s transformiert.

I(s)=0(s,s")I(s). (2.44)
Dieser als Evolutions-Operator bezeichnete Operator O(s, s') erfiillt die Beziehungen
O(s,s) =1 sowie O(s,s') =0(s,s")O(s",s), (2.45)

wobei 1 die 4 x 4 Einheitsmatrix ist. Weiterhin erfiillt der Evolutions-Operator folgende
Differentialgleichung:

—O0(s,58') = —K(s)O(s,5') . (2.46)

So 148t sich unter Ausnutzung obiger Beziehungen zeigen, dass die formale Losung des ho-
mogenen Falls, aber auch des inhomogenen Falls (2.43) mit Hilfe des Evolutions-Operators
in folgender Form geschrieben werden kann:

I(s) = /8: O(s,s)K(s')S(s")ds" + O(s, s0)I(sp) - (2.47)

Fiir eine semi-unendliche Atmosphéire mit s — —oo und sy = 0 an der Oberfliche 143t
sich (2.47) zudem schreiben als

1(0) = /_ 0000(0,3))K(s)5(s)ds. (2.48)

Dies stellt in formaler Analogie zur Losung der skalaren Strahlungstransportgleichung
(Mihalas, 1978) eine Verallgemeinerung fiir den polarisierten Fall dar. Landi Degl’Innocenti
& Landi Degl'Innocenti (1985) zeigen weiter, wie unter bestimmten Voraussetzungen ein
analytischer Ausdruck fiir den Evolutionsoperator hergeleitet werden kann.



Kapitel 3

Der stochastische polarisierte
Strahlungstransport

Dieses Kapitel stellt den Kern der vorliegenden Arbeit dar. Aufbauend auf der Idee einer
zufilligen und kleinskaligen Strukturierung des Magnetfeldes werden hier die Grundlagen
des polarisierten Strahlungstransports in einem stochastischen Medium beschrieben, des-
sen Giiltigkeitsbereich sich von einer mikroturbulenten bis hin zu einer makroturbulenten
Strukturierung erstreckt. Im Rahmen des polarisierten Strahlungstransports in magneti-
sierten Sternatmosphéiren sind bisher nur wenige Anséitze beziiglich eines stochastischen
polarisierten Strahlungstransports gemacht worden. Dem Autor selbst sind nur die folgen-
den Autoren bekannt, die dieses Thema aufgegriffen haben. Dazu zihlen Domke & Pavlov
(1979), Landi Degl’Innocenti (1994) sowie die bereits mehrfach in Abschnitt 1.4 erwihnten
Arbeiten von Sanchez Almeida (1997, 1998) und Sanchez Almeida et al. (1996, 2000). Doch
all diese Arbeiten behandeln den stochastischen Strahlungstransport nur unter den verein-
fachten Bedingungen einer mikroturbulenten bzw. makroturbulenten Strukturierung der
Atmosphére. Dies erlaubt zwar eine einfache Herleitung der Transportgleichungen sowie
eine einfache numerische Behandlung des Problems, doch sind diese beiden Fallunterschei-
dungen nur von begrenzter Anwendbarkeit fiir den allgemeinen Fall einer Mesostruktur
und somit auch nur in eingeschrinkter Weise fiir die Interpretation von realen Beob-
achtungen geeignet. Die Beriicksichtigung einer endlichen Korrelationslinge erlaubt es,
eine allgemeingiiltige Mesostrukturierung der Atmosphére zu beriicksichtigen und so eine
Briicke zwischen dem mikrostrukturierten und makrostrukturierten Fall zu schlagen.

Aufgrund der weitgehenden Unkenntnis iiber die genauere Strukturierung und die phy-
sikalischen Parameter der nicht aufgeldsten magnetischen Strukturen in der Photosphire
soll eine konsequent statistische Herangehensweise zur Beschreibung der atmosphérischen
Verhéltnisse gewéhlt werden. Diese statistische Beschreibung fithrt dazu, dass der Strah-
lungstransport als stochastischer Prozess beschrieben werden kann.

Zunéchst soll aber in 3.1 die Bedeutung von rdumlichen Korrelationseigenschaften niher
untersucht werden. In 3.2 werden dann die Grundlagen eines stochastischen Prozesses
dargelegt, und anschliessend wird in Abschnitt 3.3 die Spezialisierung auf einen Markov-
Prozess beschrieben. Der Markov-Prozess dient dann in Abschnitt 3.4 dazu, die sogenannte
Master-Gleichung, eine Bestimmungsgleichung fiir das Wegverhalten der Wahrscheinlich-
keitsdichte, abzuleiten. Alternativ dazu wird in Abschnitt 3.5 durch Annahme eines konti-
nuierlichen Prozesses eine Bestimmungsgleichung in Form einer Fokker-Planck-Gleichung

23
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hergeleitet. Es folgt eine Beschreibung der Korrelationseigenschaften sowie der strukturel-
len Eigenschaften der Atmosphére. In Abschnitt 3.7 wird dann mit Hilfe der beschriebenen
strukturellen Eigenschaften und der Master-Gleichung eine Bestimmungsgleichung in Form
einer Integro-Differentialgleichung fiir den bedingten Stokes-Vektor abgeleitet.

3.1 Zur Bedeutung von Korrelationseffekten

Um im folgenden einen Eindruck zu erhalten welchen Einflufl die Ausdehnung der ab-
sorbierenden atmosphérischen Strukturen auf die Losung des Strahlungstransports hat,
wird hier an einem einfachen Beispiel gezeigt, wie in niedrigster Ordnung, die allgemeine
Losung des statistisch fluktuierenden Falles von der mikroturbulenten Lésung abweicht.
Dabei wird vereinfachend der Fall unpolarisierter Strahlung in einer planparallelen und
rein absorbierenden Atmosphire betrachtet. Das fluktuierende Medium soll hier zunéchst
aus Griinden der Einfachheit allein durch eine zufiillige Realisierungen des Magnetfeld-
vektors B entlang der Sichtlinie bestimmt sein. In Abschnitt 3.6 wird dann eine Verallge-
meinerung des Vektors B eingefiihrt, der eine Erweiterung auf beliebige atmosphérische
Parameter erlaubt. Schreiben wir zunéchst die unpolarisierte Transportgleichung fiir die
Intensitét bei der Frequanz v im rein absorbierenden Medium wie folgt:

= —w(B)I, (3.1)

Dabei gehen wir davon aus, dass das Magnetfeld direkt oder indirekt das Absorptions-
verhalten beeinfluit. Tm folgenden soll der Frequenzindex der Ubersichtlichkeit halber
fortgelassen werden. Die unpolarisierte Transportgleichung fiir den mikrostrukturierten
Fall lautet dagegen

d-[mic(s)

= - Imic ) 2
Is < K> (3.2)

wobei der Erwartungswert des Absorptionskoeffizienten < x > sich aus
<k >= / ' #(B)p(B)dB (3.3)
B
ergibt, mit der rdumlichen Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion p(B) des Magnetfeldvek-

tors. Nun definieren wir eine Funktion U(s), die unsere korrekte Losung I(s) und die
mikroturbulente Losung I,,;.(s) in Beziehung setzt. Fiir diese soll gelten

U(s) = . (3.4)

Aus dieser Definition erhalten wir fiir U(s) dann folgende Differentialgleichung:

dU (s)
ds

= —Ax(B)I, (3.5)

wobei Ak (B) gegeben ist durch

Ak(B) =k(B)— < k> . (3.6)
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Die Losung von (3.5) 148t sich unmittelbar angeben als
U(s) = Upe™™ ), (3.7)

wobei 7*(s) durch
T*(s) :/ Ak(B,s1)ds; (3.8)
0

definiert ist. Nun kann die Losung (3.7) in eine Taylor-Reihe entwickelt werden, wodurch
wir

U(s) = Up <1 - %(T*)2 S ) (3.9)

erhalten. Um nun einen sinnvollen und reprisentativen Wert fiir U(s) in einer Atmosphére
mit statistisch fluktuierenden Eigenschaften - fluktuierenden Absorptionskoeffizienten - zu
erhalten, berechnen wir den Erwartungswert von U(s), wobei ohne Beschriankung der
Allgemeinheit Uy = 1 gesetzt werden soll,

<U(s) >= <1— <TF > +% < (") > —% < ()% > +> . (3.10)

Wenn wir die Definition von Ax(B) in (3.6) beriicksichtigen und Terme dritter und héherer
Ordnung verrnachlissigen, erhalten wir

<U(s) >= <1 —i—% < ()% > +O((T*)3)> . (3.11)

Wenn weiterhin beriicksichtigt wird, dass 7% gemify Gleichung (3.8) definiert ist, folgt fiir

(T*(5))”

(7 (s))2 = /Os/OSAH(B,SI)M(B,SQ)dsldSQ (3.12)

s rsi
= 2/ / Ak(B, s9)Ak(B, s1)dsadsy . (3.13)
0 Jo

So gilt fiir die Bildung des Erwartungswert von (7*(s))? unter Beriicksichtigung der Ver-
tauschbarkeit der Integrationsreihenfolgen

< () > =
/ / / / AK(BI,Sl)AK,(BQ,SQ)p(Bl,Sl;BQ,SQ)dBldBstldSQ . (3]_4:)
0 J0O BJB

Hierbei wurde die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte p(By, s1; B, s2) eingefiihrt, wel-
che die Wahrscheinlichkeit angibt, am Ort s; den Magnetfeldvektor in einem Intervall
Bj...dBy und am Ort sy den Magnetfeldvektor in einem Intervall Bs...d By vorzufinden.
Die inneren Integrale in Gleichung (3.14) iiber die jeweiligen Zustéinde By, By beschreiben
hier die rdumliche Korrelation der beiden Zustidnde, ausgedriickt durch die Kovarianz.
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Durch die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte wird deutlich, dass die Effekte, die in
niedrigster Ordnung eine Abweichung von Eins in U(s) bewirken, durch die gemeinsa-
me Dichtefunktion p(By, s1; B, $2) bestimmt werden. So wird eine Abweichung von der
mikroturbulenten Formulierung dann auftreten, wenn die Wahrscheinlichkeiten fiir das
Auftreten eines Magnetfeldelementes bzw. eines Magnetfeldregimes an der Stelle so nicht
unabhiingig davon ist, welches magnetische Regime an der Stelle s; vorherrscht. Dies ist
genau dann der Fall, wenn die jeweiligen magnetischen Strukturen untereinander korreliert
sind und somit eine endliche Ausdehnung - Korrelationslinge - besitzen.

3.2 Der stochastische Prozess

Das wichtigste Hilfsmittel zur Beschreibung der atmosphérischen Strukturen sowie des
Strahlungstransports in dieser Arbeit ist das des stochastischen Prozess. Dazu sollen in
diesem Abschnitt kurz die Grundlagen eines stochastischen Prozesses erldutert werden.
Betrachten wir dazu zunichst eine Zufallsvariable X mit einer zugehorigen Wahrschein-
lichkeitsdichtefunktion oder kurz Dichtefunktion p(z), die in folgender Weise die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung P(\) bestimmt:

Pl <)) = /A p(x)de . (3.15)

—00

Die Funktion P(z < X) gibt die Wahrscheinlichkeit an, einen Wert x kleiner oder gleich
A bei der Realisierung von X zu erhalten. Die Dichtefunktion p(x) erfiillt dabei folgende
Bedingungen:

/+Oo p(z)de =1 und p(z)>0. (3.16)

—00

Stochastische Prozesse beschreiben nun Systeme, die sich probabilistisch in der Zeit oder
entlang einer Wegstrecke entwickeln kénnen. Dazu betrachten wir zunichst eine Variable
Y, die ihrerseit eine Funktion f(X) der Zufallsvariablen X ist. Die so definierte Variable
stellt somit selbst eine Zufallsvariable dar. Enthélt die Funktion f(X) und damit auch Y,
eine zusitzliche Zeitabhéngigkeit bzw. Wegabhingigkeit, sodass gilt

Y (t) = f(X,t) bzw. fiir eine konkrete Realisierung y(t) = f(z,t), (3.17)

dann stellt dies einen stochastischen Prozess in der Zeit ¢ bzw. entlang der Wegstrecke ¢ dar
(van Kampen, 1985). Der Prozess Y (¢) beschreibt so fiir die verschiedenen Realisierungen
y von Y, zu den verschiedenen Zeit- bzw. Wegabschnitten £, eine bestimmte Trajektorie
durch den Zustandsraum von Y. Fiir die nun ebenfalls zeitabhingige Dichtefunktion von
Y (t) folgt dann

p(y,t) = d(y — f(X,1)). (3.18)

Hierbei ist 0(y — f (X, t)) die Dirac-Deltafunktion. Das bedeutet nun, dass die Wahrschein-
lichkeitsdichte selbst eine in der Zeit bzw. entlang einer Wegstrecke verdnderliche Funktion



3.3. DER MARKOV-PROZESS 27

ist. Die Wahrscheinlichkeit entwickelt sich also von einem gegebenen Anfangszustand im
Verlaufe der zuriickgelegten Wegstrecke und ist nicht mehr statisch.

Um die Wahrscheinlichkeitsdichte einer gesamten Trajektorie angeben zu kénnen, muss im
allgemeinen die gemeinsame Dichtefunktion p,, fiir die jeweiligen Zeit- bzw. Wegabschnitte
t; bekannt sein. So gilt fiir die gemeinsame Dichtefunktion p,

pn(ynatn;ynflatnfl; ---;y1,t1) =
= 0(yn — [(X, 1)) 0(yn—1 — f(X,tn1)) ... 0(y1 — f(X, 1))

= Lot - F(X1)) (3.19)
j=1

Von besonderem Interesse im Rahmen dieser Arbeit ist die Definition des Erwartungs-
wertes eines stochastischen Prozesses Y (¢), denn dieser stellt den Zusammenhang mit
makroskopisch messbaren Groéflen des Systems her. Der Erwartungswert des Prozesses
Y (t,) soll am Ort ¢, beschrieben werden, nach dem dieser bereits einen Pfad, beginnend
bei einem Ausgangszustand y; am Ort ¢;, durch den Zustandsraum genommen hat. Der
Erwartungswert kann mit Hilfe von (3.19) gebildet werden, indem {iiber die Gesamtheit
aller moglichen Trajektorien integriert wird (Gardiner, 1985),

<Y(tp) >= / /I /I Yn Pn(Yns b Yn—1s tn—1; - Y1, t1)dy1...dyn—1dy, . (3.20)
n n—1 1

In der Praxis wird es jedoch ausserordentlich schwierig sein, die gemeinsame Dichtefunk-
tion in der Form von (3.19) aus den physikalischen Gegebenheiten und Randbedingungen
zu formulieren bzw. zu approximieren. Da hierbei die Information an allen Stellen ¢; der
Trajektorie benotigt wird, sodass eine explizite Beschreibung der Zusammenhinge in Form
einer gemeinsamen Dichtefunktion im allgemeinen nicht moglich sein wird. Eine Mo6glich-
keit zur Reduzierung der Komplexitit besteht in der Annahme, dass die verschiedenen
Realisierungen bzw. Zustédnde y; an den verschiedenen Orten ¢; nicht miteinander korre-
liert sind, also statistisch unabhingig sind. Dann faktorisiert die gemeinsame Dichtefunk-
tion in (3.19) in die jeweiligen Dichtefunktionen p(y;,t;) und erméglicht so eine einfache
Bestimmung, falls die jeweiligen Dichtefunktionen bekannt sind. Dieser Weg soll aber in
dieser Arbeit ausdriicklich nicht gegangen werden, da hier gerade die Korrelationseffekte
und deren Auswirkungen auf das entstehende Stokes-Spektrum genauer untersucht wer-
den sollen. Eine andere Art der Reduzierung der Komplexitéit besteht in der Annahme
eines sogenannten Markov-Prozesses. Dieser spezielle stochastische Prozess soll nun im
folgenden Abschnitt genauer betrachtet werden.

3.3 Der Markov-Prozess

Im folgenden sollen die Begriffe Zeit und Wegstrecke fiir £ zunéchst noch synonym benutzt
werden, insbesondere soll im Rahmen des hier vorgestellten Markov-Prozesses die Weg-
strecke als eine eindimensionale Strecke betrachtet werden, da die Erweiterung fiir den
mehrdimensionalen Fall nicht ohne weiteres inneralb der Markov-Theorie moglich ist (van
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Kampen, 1985). Zunichst fithren wir die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte ein, die wie
folgt mit der n-Punkt-Wahrscheinlichkeitsdichte p,, im Zusammenhang steht:

Po(Ynytn;---5y1,11)
Pnl\Y. t yfltfl'...'yl t1) = . 3.21
n(n b [ Yn-1 tn-ti- 391, 11) Prn-1(Yn—1:tn—15---3y1,t1) ( )

So ist also p,, konditioniert auf alle Vorgéngerzustinde der Trajektorie durch den Zustands-
raum. Diese Form macht nochmals deutlich, dass fiir die Beschreibung der gemeinsamen
Dichtefunktion p, die gesamte Vorinformation des Prozesses notwendig ist. Diese Bezie-
hung kann nun rekursiv auf jede néchstniedrige Hierachie p,_; angewandt werden, um
schlielich fiir die gemeinsame Dichtefunktion p,, folgenden Ausdruck zu erhalten

pn(ynatn;yn—latn—l---;ylatl) - pn(yn,tnIyn—1,tn—1;---;y1,t1)

“Pn1Wn-—1rtn1 | Yn—2,tn—25...3y1,t1) .. p2(y2, t2 [ w1, t)pr(ye, t1) - (3.22)

Beim Markov-Prozess wird ausgenutzt, dass die Korrelationen zwischen zwei weit entfern-
ten Zustdnden in vielen physikalischen Systemen oft nur schwach ausgeprigt ist, sodass
die Korrelationseigenschaften oft nur in erster Ordnung beriicksichtigt werden brauchen
(Honerkamp, 1990). So gilt fiir einen Markov-Prozess folgende Approximation

Pn(Yn>tn | Un—1tnis - 591, 01) = D2(Yns tn | Yn—1,tn—1) - (3.23)

Die bedingte Wahrscheinlichkeit besitzt also bei einem Markov-Prozess nur eine Abhéingig-
keit zur umittelbaren Vergangenheit und ist so von weiter zuriickliegenden Ereignissen
entkoppelt. Der Zustand zur Zeit oder Wegstrecke %, ist nur von dem umittelbar zuriick-
liegenden Zustand bei ¢, 1 abhingig. Alle iibrigen Zustinde, die weiter zuriickliegen wie
tp—9,tpn—_3, ..., haben also keinen Einfluss auf den momentanen Zustand. Die ausschliess-
liche Korrelation mit dem unmittelbar zuriickliegenden Zustand stellt natiirlich nur eine
Idealisierung dar, ist jedoch von enormer praktischer Bedeutung, da es mit ihr gelingt,
eine Differentialgleichung fiir die Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsdichte p(y,t) eines
stochastischen Prozesses zu formulieren, welches fiir Prozesse mit Korrelationen in hoherer
Ordnung nicht ohne weiteres moglich ist (Gardiner, 1985).

Die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte wird im Sprachgebrauch der stochastischen Prozes-
se auch Ubergangswahrscheinlichkeit gennant. Eine Konsequez aus der Markov-Bedingung
(3.23) ist, dass sich jede hohere Hierarchie der gemeinsamen Dichtefunktion derart redu-
zieren lafit, dass

p3(y3, t33 2, t2sy1,t1) = p3(ys,t3 | Yo, tosy1,t1) p2(ye, taiyr,th)
= pa(ys,t3 | y2.t2) p2(y2, to | y1, t1)p1(y1,t1) , (3.24)

gilt, sich also beschreiben 18t durch die jeweiligen Ubergangswahrscheinlichkeiten po (yiyti |
Yi—1,t;—1) der Zwischenzustéinde und eine anfianglichen Dichtefunktion py (y1, ¢1), wobei gilt
t3 > to > t1. Aus Gleichung (3.24) wird unmittelbar der Beschreibungsmechanismus inner-
halb der Markov-Theorie deutlich, wie sich aus einer Anfangsdichte pi(y1,t1) mit Hilfe der
Ubergangswahrscheinlichkeiten der Prozess entwickelt. Ein Markov-Prozess, dessen Uber-
gangswahrscheinlichkeit nur von der Zeit- bzw. Wegdifferenz abhéingt, bezeichnet man als
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homogen oder stationédr. Um eine direkte Beziehung zwischen den Zustinden ys und y;
mit Hilfe des Markov-Formalismus herzustellen kann durch Integration von (3.24) iber y
und anschliessender Division durch pq(y1, ¢1), folgende Gleichung hergeleitet werden

p2(y3,t3 | y1,t1) = /;02(y3,t3 | Y2, t2) p2(y2,ta | y1,t1)dys2 , (3.25)

dies ist die sogenannte Chapman-Kolmogorov-Gleichung. Sie besitzt folgende Interpre-
tation: Die Ubergangswahrscheinlichkeit zwischen den entfernten Zustinden y; und y3
entspricht dem Produkt der Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen dem Anfangszu-
stand y; und einem Zwischenzustand yy sowie zwischen dem Zwischenzustand yo und
dem Endzustand ys, integriert iiber alle moglichen Zwischenzustinde. Jeder stochastische
Prozess mit einer Anfangsdichtefunktion p; (y1, ;1) und einer Ubergangswahrscheinlichkeit
p2(yis ti | Yi—1,ti—1), die die Chapman-Kolmogorov-Gleichung (3.25) erfiillt, definiert in
eindeutiger Weise einen Markov-Prozess (Honerkamp, 1990). Die Chapman-Kolmogorov-
Gleichung ist auch Ausgangspunkt fiir die Formulierung einer Differentialgleichung fiir die
Wahrscheinlichkeitsdichte, die sogenannte Master-Gleichung, die im folgenden Abschnitt
beschrieben wird.

3.4 Die Master-Gleichung

Im folgenden soll auf die Indizie der n-Punkt-Wahrscheinlichkeitsdichten der Ubersichlich-
keit halber verzichtet werden. Um die Entwicklung der bedingten Wahrscheinlichkeitsdich-
te bzw. der Ubergangswahrscheinlichkeit mit der Wegstrecke s zu untersuchen, entwickeln
wir zunichst fiir einen Markov-Prozess die Ubergangswahrscheinlichkeit p(z, s + 7 | 2", s)
fiir ein kleines Wegelement 7 in erster Ordnung:

p(z,s +71 2", s)=[1—a(z,s)r]0(z — ") + w(z,z",s)T + O(r?) . (3.26)

Hierbei ist w(z, 2", s) die Ubergangsrate pro Zeit- bzw. Wegintervall vom Zustand z” zum
Zustand z. Der Term a(z, s) 148t sich durch die folgende Normierungsbedingung fiir die
Ubergangswahrscheinlichkeit aus der Gleichung 3.26 gewinnen (Gardiner, 1985):

/p(x,s +7 2" s)dr =1, (3.27)
I
wobei {iber den gesamten Zustandsraum I integriert wird. Daraus folgt
(", s) = /w(m,x", s)dz . (3.28)
I

Die Form 3.26 bedeutet, dass bei einer Realisierung der Zufallsvariablen X (s) nach jedem
noch so kleinen Schritt 7 diese mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit den gleichen Wert
beibehilt oder mit der komplementiren Wahrscheinlichkeit einen anderen Wert annimmt.
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Nun wird die Chapman-Kolmogorov-Gleichung (3.25) zusammen mit der Gleichung (3.26)
benutzt, um die Ubergangswahrscheinlichkeit p(z,s + 7 | 2’,s') vom Zustand z’ zum
Zustand z auszudriicken:

plz,s+71|2,8) = /Ip(x,s + 7| 2", s)p(x",s |2, s)dz"

= [1 —a(z, s)7]p(z,s | 2',s") + T/w(x,x",s)p(x",s | &', s")dz" + O(r%) . (3.29)
T

Wird nun der Limes 7 — 0 ausgefiihrt, so folgt

Ip(z,s |2, s")

Js
/w(m,m",s)p(m",s | 2',s")dx" — /w(:v",m,s)p(x,s | o', s")dx". (3.30)
I I

Hierbei wurde Gleichung (3.28) benutzt, um a(z, s) durch w(z",z,s) auszudriicken. Dies
ist die sogenannte Master-Gleichung (van Kampen, 1985). Eine in der physikalischen Li-
teratur verbreitete Form der Master-Gleichung erhélt man, indem (3.30) mit p(z', ") mul-
tipliziert und folgend iiber z’ integriert wird. So ergibt sich

% = /w(m,x",s)p(m",s)dw" - /w(m",m,s)p(w,s)dm". (3.31)
s T I

Die Verinderung der Wahrscheinlichkeitsdichte(3.31) bzw. Ubergangswahrscheinlichkeit
(3.30) mit dem anfiinglichen Zustand z’ am Ort # hin zum Zustand z am Ort ¢ wird
demnach durch zwei Terme gesteuert: Einen Term, der die Uberginge von allen beliebigen
Zwischenzustinden z" hin zum betrachteten Zustand x beschreibt, sowie einen Term, der
die Ubergiinge vom dem betrachteten Zustand z fort zu allen beliebig anderen Zustinden
2" des Systems beschreibt. Die Gleichung (3.31) formuliert also die Anderung der Wahi-
scheinlichkeitsdichte durch einen Gewinnterm, der Uberginge der Form z” — z beschreibt,
und einen Verlustterm, der Ubergiinge der Form x — z” beschreibt.

Die Ubergangswahrscheinlichkeitsraten w wurden hierbei fiir kleine Zeiten als bekannt
vorausgesetzt. Dies ist fiir praktische Zwecke durchaus sinnvoll, da es oft aus den physi-
kalischen Zusammenhingen heraus gelingt, diese zu formulieren oder entsprechende Hy-
pothesen iiber deren Kurzzeitverhalten anzustellen (Honerkamp, 1990). Dies werden wir
spéter im Abschnitt 3.6 ausnutzen, in dem das Kurzzeit- bzw. Kurzwegverhalten der Uber-
gangswahrscheinlichkeit mit einem diskontinuierlichen Markov-Prozess, dem sogenannten
Kubo-Anderson-Prozess (Frisch & Frisch, 1976), beschrieben wird.

Sind die Realisierungen der Zustandsvariablen X durch diskrete Zustinde gegeben, 148t
sich die Master-Gleichung (3.31) auch in diskreter Form angeben. Hierbei wird die Wahr-
scheinlichkeitsdichte p; (z, s) durch die diskreten Wahrscheinlichkeitsfunktion py, (s) ersetzt.
Daraus ergibt sich fiir die diskrete Form der Master-Geichung

8pgs(5) = Z[wn,n’(s)pn’(s) - wn’,n(s)pn(s)] . (332)

7LI

Weiterhin sind hier die kontinuierlichen Ubergangsraten w(z,z’, s) durch diskreten Uber-
gangsraten wy, »/(s) zu ersetzen. Die diskreten Wahrscheinlichkeiten in (3.32) gehorchen
ebenfalls der Normierungsbedingung >, p, = 1.
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3.5 Die Fokker-Planck-Gleichung

Die wesentliche Charakteristik der im vorherigen Abschnitt hergeleitete Master-Gleichung
waren ihre diskontinuierlichen Trajektorien im Zustandsraum. Bedingt durch das Verhar-
ren im Ausgangszustand bzw. durch den Sprung in einen beliebigen anderen Zustand x
besteht eine Trajektorie aus kontinuierlichen Linien mit x; = const., unterbrochen von
abrupten Spriingen. Ein spezieller Typ der Master-Gleichung 148t sich gewinnen fiir den
Grenzfall sehr kleiner Sprungweiten. Dabei wird in der Modellbeschreibung die Sprung-
weite in der Regel durch physikalische Randbedingungen begrenzt. Es 148t sich mit Hilfe
eines Abstandsmafes r, das die Gréle des Sprunges r = x — ' zwischen zwei Zustinden
z und 2’ angibt, fiir die Ubergangsraten folgende Beziehung angeben:

w(z,z',s) =w(z,z —r,8) =w(r,2',s) =w(r,z —rs), (3.33)

wobei @ als alternative Darstellung der Ubergangsrate eingefiihrt wurde. Die Master-
Gleichung (3.31) kann dann geschrieben werden als

8]0(8:1;, s) = /Iw(r,x —r,8)p(z —r,s)dr — /Iu?(—?",x, s)p(x, s)dr . (3.34)

Um nun das Grenzverhalten fiir kleine Spriinge zu betrachten, miissen zwei Annahmen
gemacht werden derart, dass fiir kleines 6 > 0 gilt:

w(r,z’,s) ~ 0 fir |z|>4, (3.35)
w(r,r’ + Az, s) ~ w(r,z',s) fir |Az|<d.

Erstere Bedingung sagt aus, dass die Funktion @ (r, z’, s) Werte ungleich 0 nur in einem
sehr engen Bereich um r = 0 hat. Die zweite Bedingung besagt, dass die Funktion w(r, 2, t)
eine mit ' nur langsam variierende Funktion ist. Wenn diese Annahmen gelten, kann die
Funktion innerhalb des ersten Integrals in (3.34) an der Stelle z in eine Taylor-Reihe
entwickelt werden, sodass

T, 8 X (—1)F F
8p( s ) _ Z ( 1) <£> qk(x)p(x,s) _ /I’IIJ(T',m,S)p(«'L',S)dT . (336)

s = k! ox
Hierbei ist
qr(x) :/ ko (r, z, s)dr (3.37)
I

definiert worden. Wie aus (3.36) ersichtlich, hebt sich die Entwicklung in nullter Ordnung
und der letzte Term gegeneinander auf, sodass sich (3.36) auf

Op(e,s) & (~DF [0\
=2 (55) @iz, (3.38)

vereinfacht. In der Literatur ist (3.38) als Kramers-Moyal-Entwicklung bekannt (van Kam-
pen, 1985). Werden nun in (3.38) nur die Terme bis zur zweiten Ordnung beibehalten, so
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erhilt man direkt eine Gleichung vom Fokker-Planck-Typ fiir die Zeit- bzw. Wegentwick-
lung der Wahrscheinlichkeitsdichte

ZT,S 2
W) _ 0 e s) + L s l@p(es). (339

Diese Gleichung beschreibt die Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsdichte unter dem Ein-
fluss von kontinuierlichen Ubergingen, die Trajektorie im Zustandsraum besitzt somit
einen kontinuierlichen Verlauf. Der erste Term ¢; auf der rechten Seite wird als Driftterm
bezeichnet und hat gemifl der Definition (3.37) die Bedeutung eines Mittelwertes. Der
zweite Term der rechten Seite g wird als Diffusionsterm bezeichnet und bestimmt gemé&f
(3.37) die Streuung um den Mittelwert. So ist der Prozess charakterisiert durch eine Drift
entlang des Mittelwertes und eine zufillige Streuung um diesen Wert.

3.6 Struktur und Korrelationseigenschaften

Die weitgehende Unkenntnis der detaillierten Verhiltnisse in den rdumlich nicht auflésba-
ren Bereichen der solaren Photosphére legt eine Beschreibung mit Hilfe statistischer Mittel
nahe. Dabei wird neben einer Wahrscheinlichkeitsdichte, die die globale Verteilung der at-
mosphérischen Strukturen beschreibt, die Korrelation zwischen den einzelnen atmosphéri-
schen Strukturen von wesentlicher Bedeutung sein. Wie bereits in Abschnitt 3.1 dargelegt
wurde, wird eine adidquate Beschreibung von atmosphérischen Strukturen mit einer end-
lichen Ausdehnung ohne Beriicksichtigung der rdumlichen Korrelation nicht moglich sein.

Ausgangspunkt fiir die Beschreibung der atmosphérischen Struktur bildet hier zunichst
die Annahme, dass das rdumliche Gebiet, dass zum Entstehen der beobachteten Spektral-
linie beitrdgt, durchsetzt ist mit einem fluktuierenden Magnetfeld zufilliger Ausdehnung,
Stérke, und Ausrichtung sowie einer zufilligen Realisierung aller weiteren atmosphérischen
Parameter. Die fluktuierenden Strukturen sollen durch die Zufallsvariable B* beschrieben
werden. Die Zufallsvariable B* ist hier bewuflit mit einem Stern indiziert worden, um
den Unterschied, der im folgenden noch néher erliutert wird, zu dem herkémmlichen
Magnetfeldvektor zu verdeutlichen. Jede Realisierung der Zufalssvariablen B* soll einer
bestimmten Realisierung der verschiedenen atmosphérischen Parameter «; wie Tempera-
tur, Elektronendruck, Plasmageschwindigkeit, Magnetfeldstirke, Magnetfeldausrichtung
etc. entsprechen. Die atmosphérischen Parameter bilden somit ihrerseits Zufallsvariablen.
So kénnen wir nun B* als Zufallsvektor definieren, dessen Komponenten sich aus den
Zufallsvariablen der atmosphérischen Parameter o ergeben,

B* = (a1, 00,...a,)T . (3.40)
Fiir eine konkrete Realisierung ¢ von B* gilt dann
)", (3.41)

*
Bz’ — (alia 24, ... 0p;

wobei der Index T den transponierten Vektor kennzeichnet. Hier soll nochmals darauf
hingewiesen werden, dass Ausdriicke wie magnetisches Element, Zustand, Struktur oder
Regime im folgenden synonym benutzt werden. Eine statistische Charakterisierung der
atmosphirischen Verhiltnisse kann so durch eine Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion p(B;')
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erfolgen. Die Dichtefunktion p(B}) hingt natiirlich gem#f der Definition (3.40) von der
gemeinsame Dichtefunktion der einzelnen atmosphérischen Parameter ab,

p(B;) = p(ai, g, - .- an) - (3.42)

In dieser Arbeit soll zunichst die Annahme gemacht werden, dass die jeweiligen atmo-
sphérischen Parameter «; statistisch unabhéngig sind. Fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte-
funktion von B gilt in diesem Fall dann

p(B;) = p(ari)p(az) . .. pan;) - (3.43)

So setzt sich p(B]) aus den Produkten der jeweiligen Wahrscheinlichkeitsdichten der atmo-
sphérischen Parameter zusammen. Im folgenden soll der Index 7, mit dem eine Realisierung
der Zufallsvariablen oj; und des Zufallsvektors B} gekennzeichnet ist, der Ubersichtlichkeit
halber fortgelassen werden. Wenn im folgenden eine Unterscheidung zwischen Zufallsvaria-
ble und dessen Realisierung nétig ist, wird darauf explizit hingewiesen. Fiir die Integration
iiber den gesamten Zustandsraum der magnetischen Elemente, welche sich wiederum aus
der Integration iiber die jeweiligen Zustandsrdume der atmosphérischen Parameter o;
ergibt, soll weiterhin folgende Normierungsbedingung gelten

/J:op(B*)dB* = /J:o /J:o /J:Op(al)p(ag) coplag)dagdas ... day, = 1.(3.44)

Da nun die magnetischen Strukturen B* bzw. deren zugrundeliegende atmosphérischen
Parameter «; entlang der Sichtlinie in der Atmosphére vom Ort s abhdngen, beschreibt
B* nun einen stochastischen Prozess entlang dieser Sichtlinie. Dies fiihrt somit auch zu
einer wegabhéingigen Wahrscheinlichkeitsdichte der Form,

p(B*,s) = p(a1, s)p(az, s) ... plan, s) - (3.45)

Es soll nun angenommen werden, dass dieser stochastische Prozess den Bedingungen eines
Markov-Prozesses geniigt, sodass Korrelationseigenschaften in Betracht gezogen werden
konnen. Die Korrelation zweier Zufallsvektoren B*(s;) und B*(s2) and den Orten s; und
sy steht mit dem aus dem Markov-Formalismus so wichtigen Begriff der Ubergangswahr-
scheinlichkeit in folgender Beziehung (Honerkamp, 1990):

Cor(B*(s1), B*(s2)) o« Cov(B*(s1), B*(s2)) = << B*(s1),B*(s2) >>

/ B;, — < B*(s1) >)(B;,— < B"(s2) >) p(Bs,, B,) dB;,dBg,

~ [(B,~ < B'(s1) >)(Bi,~ < B'(s2) >) p(B:, | B},) p(By,) dB:,dB;

510

(3.46)

wobei Cov(B*(s1), B*(s2)) die Kovarianz der beiden Zufallsvariablen ist. So ist die rdum-
liche Korrelation zweier Zufallsvariablen unmittelbar mit der Ubergangswahrscheinlichkeit
zwischen den beteiligten Zustédnden verbunden.
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Um nun den stochastischen Prozess 3.45 als auch die strukturellen Eigenschaften der
Atmosphére vollstindig zu beschreiben, muss fiir eine kleine Wegstrecke As ein Modell
gefunden werden, dass die Ubergangswahrscheinlichkeit - und somit auch die Korrelation
- zwischen zwei Zustéinden B und B, o, an den Orten s bzw. s + As beschreibt und
gleichzeitig den Anforderungen eines Markov-Prozesses geniigt. Ein geeigneter Prozess, der
die Ubergangswahrscheinlichkeit charakterisiert, ist der in der astrophysikalischen Litera-
tur (Frisch & Frisch, 1976) als Kubo-Anderson-Prozess bekannte Markov-Prozess. Bei ihm
handelt es sich um einen diskontinuierlichen Markov-Prozess, d.h. die Trajektorien durch
den Zustandsraum sind unstetig und kénnen abrupte Spriinge aufweisen. Dies unterstiitzt
besonders das zugrundegelegte physikalische Bild einer stochastischen Organisation der
Atmosphére in Form von magnetisch diinnen Flussrohren. Der Kubo-Anderson-Prozess
gehorcht der im Abschnitt 3.4 beschriebenen Master-Gleichung. Das Kurzzeit- bzw. Kurz-
wegverhalten ist beim Kubo-Anderson-Prozess wie folgt definiert
As As
P(Biias | Bg) =e TH(B; = Biiag) + (1 —e T)p(Bgia) - (3.47)
Dies bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeit fiir einen Sprung vom Ausgangszustand B}
am Ort s nach einer Wegstrecke As in einen anderen Zustand B, ,, durch das Pro-

dukt (1 — 6_%) p(Bj, ) bestimmt wird. Die Wahrscheinlichkeit fiir das Verbleiben im
Ausgangszustand hingegen, ausgedriickt durch die Dirac-Delta-Funktion §(B; — B, A,),

nimmt gemif e~ 7 mit der Entfernung As ab. Der Parameter [ entspricht hierbei der
mittleren Weglinge fiir das Verbleiben im Ausgangszustand und kann somit auch als die
mittlere Ausdehnung der entsprechenden Strukturen angesehen werden. Da [ iiber die
Gleichung (3.47) direkt mit der Korrelation zweier Zustinde am Ort s und As zusam-
menhingt, wird [ auch als Korrelationsldnge bezeichnet. Die Korrelationslidnge ist im all-
gemeinen abhéngig von dem Ort s und von dem magnetischen Regime B} . Im folgenden
wollen wir jedoch zunichst annehmen, dass die Korrelationslinge unabhéingig vom Ort
ist, und die Ubergangswahrscheinlichkeit bzw. die Ubergangsraten nur von As abhiingen,
also den Wegdifferenzen. Diese Annahme fithrt so im folgenden zur Beschreibung eines
stationdren Markov-Prozesses (Honerkamp, 1990).

Fiir die spiter im Rahmen der Master-Gleichung (3.31) benétigte Ubergangsrate vom
einem Zustand B an der Stelle s zu einem Zustand B, ,, an der Stelle s + As ergibt
sich aus dem Kubo-Anderson-Prozess (3.47)

s

w( s-l—Aszs) = 76 ! p( s—l—As) . (3'48)

Wenn wir annehmen, dass die Korrelationsldnge [ viel grofier ist als das betrachtete We-
gelement As, kann die Exponentialfunktion in (3.47) durch ihre Taylor-Entwicklung in
erster Ordnung ersetzt werden, so dass die Ubergangsrate auch wie folgt geschrieben wer-
den kann

* * 1 *
w( s-l—Aszs) = ip( s—l—As) . (349)

So wird die Ubergangsrate also durch die fiir jedes Regime giiltige Korrelationslinge und
die Wahrscheinlichkeitsdichte des Zielzustandes kontrolliert.
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3.7 Die stochastische Transportgleichung

Aufbauend auf den stochastischen Grundlagen und strukturellen Annahmen der Atmo-
sphére wird nun der polarisierte Strahlungstransport nicht mehr als deterministischer Pro-
zess betrachtet werden, bei dem eine umfassende Kenntniss der zur Linienentstehung bei-
tragenden atmosphérischen Verhéltnisse vorliegt; vielmehr soll nun die Linienentstehung
in einem Medium betrachtet werden, in dem eine zufillig fluktuierende Strukturierung
vorherrscht. Die zu charakteresierende Atmosphére soll die aus dem obigen Abschnitt 3.6
beschriebenen Eigenschaften besitzen und durch den ebenfalls in 3.6 definierten stochas-
tischen Prozesses beschrieben werden koénnen. Dies hat zur Folge, dass auch die Stokes-
Parameter I, als abhiingige Grofle der atmosphérischen Parameter, einen stochastischen
Prozess entlang der Sichtlinie durch die Atmosphére beschreiben.

Auf der Grundlage einer im statistischen Sinne fluktuierenden Atmosphére und der daraus
resultierenden stochastischen Beschreibung des Strahlungstransports, ist bei einem end-
lichen Auflésungsvermégen, die fiir die Beobachtung zugingliche Grofie nicht der Stokes-
Vektor selbst. Die Observable ist nun vielmehr durch den Erwartungswert des Stokes-
Vektors gegeben, der sich aus der Gesamtheit aller moglichen Realisierungen der atmo-
sphérischen Parameter entlang der Sichtlinie ergibt.

Gemifl der Definition des Erwartungswertes als erstes Moment der Wahrscheinlichkeits-
dichte (siehe z.B. Honerkamp, 1990) soll der Erwartungswert des Stokes-Vektor fiir eine
bestimmte Stelle s entlang der Sichtlinie in der Atmosphére beschrieben werden, wobei
gilt, dass s, > Sp,_1 > Sp—2 > ... > Sg, und der Strahlungsstrom von sy ab aufwirts
gerichtet ist. Die folgende Herleitung wird zunéchst fiir eine kontinuierliche Verteilung der
Zufallsvariable B* durchgefiihrt und dann spéter anhand der hergeleiteten Gleichungen
auf den diskreten Fall verallgemeinert. Fiir den Erwartungswert an einer Stelle s entlang
der Sichtlinie gilt

—+00 —+00
<I>4= / / Ip(I,, B*)dI,dB" . (3.50)
—oo JO

Man beachte, dass es sich hier um eine kompakte Schreibweise handelt, wobei B} gemé&fl
der Definition aus Abschnitt 3.6 eine in Vektorschreibweise definierte Grofie ist, sodass sich
die Wahrscheinlichkeitsdichte sowie die Integration iiber die jeweiligen Komponeneten,
d.h. die atmosphérischen Parameter «;, erstrecken. Entsprechendes gilt auch gemiss der
Definition (2.15) fiir den Stokes-Vektor.

Der direkte Weg der Losung von (3.50) durch die Berechnung der Transportgleichung
fiir den Stokes-Vektor fiir jede mdgliche Realisierung der atmosphérischen Verhéltnisse
entlang der Sichtlinie und der dann anschlielenden Mittelung, ist aufgrund der enormen
Vielfalt der Moglichkeiten kein praktikabler Weg und verhindert zudem mehr {iber die
Eigenschaften des polarisierten Strahlungstransports in einer fluktuierenden Atmosphére
mit endlicher Korrelationslinge herauszufinden. Vielmehr wird es mit Hilfe des Markov-
Formalismus moglich, eine elegantere und allgemeingiiltige Bestimmungsgleichung fiir den
Erwartungswert des Stokes-Vektors zu formulieren.

Von besonderer Bedeutung in Gleichung (3.50) ist die Verwendung der gemeinsamen Dich-
tefunktion p(Is, BE) an der Stelle s. Zwar besitzt der Stokes-Vektor, gegeben durch das
Anfangswertproblem des Strahlungstransports (2.43), eine funktionale Abhingigkeit von
den bestimmenden atmosphérischen Parametern, jedoch driicken wir den Erwartungswert
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zunichst an einer bestimmten Stelle s innerhalb der Atmosphére aus. So muf} die Kennt-
niss iiber die Eigenschaften und Verhéltnisse derjenigen Schichten, die unterhalb von s
liegen, welche aber wesentlich die Eigenschaften der Stokes-Parameter bei s mitbestim-
men, indirekt durch die komplexere gemeinsame Dichtefunktion p(Is, B}) geliefert werden.

Um eine Formulierung dieser gemeinsamen Dichtefunktion zu finden, nutzen wir nun aus,
dass, gemifl Abschnitt 3.6, die Zufallsvariable B* und dadurch auch I einen stochastischen
Prozess bilden, sodass es entlang einer Sichtlinie durch die Atmosphére fiir jeden Ort s
eine Realisierung der Zufallsvariablen B* und I gibt. Dann folgt gemifl (3.19) fiir die
gemeinsame Dichtefunktion p(I,, By ) an der Stelle s, des Prozesses, dass diese von der
n-Punkt-Wahrscheinlichkeitsdichte p,, abhéngt, sodass

p(Is,, B ) — pu(Is,, B ,Is,_,B; ..., I, B;) . (3.51)

Die gemeinsame Dichtefunktion p(I;,, B; ) am Ort s, hingt somit von der gesamten
Vorgeschichte der Trajektorie durch den Zustandsraum von B* und I ab. Wie bereits
erwihnt wurde, machen wir die Annahme das sich der auf B* beruhende stochastische
Prozess durch einen Markov-Prozess approximieren lifit. Diese Annahme reduziert die
Abhéngigkeit auf die unmittelbar zuriickliegende Nachbarschaft, sodass fiir die 6rtlich
bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte bzw. Ubergangswahrscheinlichkeit gilt

pn(IsnaB:n | Isnfl’B.)Sknfl’ S ,IsO,B:O) = p2(I5n’B:n | Isnfl’B:nfl) . (3.52)

Auf dem Weg hin zu einer Bestimmungsgleichung fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit
(3.52) separieren wir diese zunéchst. Dies geschieht mit Hilfe des Multiplikationssatzes fiir
die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte (Gardiner, 1985), sodass

) ) p(I,,, Bt I, |, B: )
p(Isn7 Bsn | ISn—l"BSn,l) = d : - *1 : -
p(Ls, 1, B;, )

Sn—1

pIs, | By, I, B;, ) p(B;,, Is, . B, )

sy ASp—17 s,

p(ISn—IVB;:n,l)

:p(ISn | B.)Skn’Isnfl’B.)Sknfl) p*(B: | Isnfl’B:nfl) . (3-53)

Jetzt kann ausgenutzt werden, dass die magnetischen Elemente bzw. atmosphirischen
Bedingungen B* unabhingig von den Intensititen der Stokes-Parameter sind, sodass sich
die gemeinsame bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte (3.53) schlielich schreiben 148t als

pIL,,,B; |I,_,,B; |)=p,, |B; I, ,,B; )p(B; |B; _). (3.54)

Sn—1 Sn—1
Nach dieser Seperation nutzen wir weiter aus, dass die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte
des ersten Terms auf der rechten Seite von Gleichung (3.54), p(I,, | B ,Is, ,,Bj ),
nun allein durch den deterministischen Prozess des Anfangswertproblems der Strahlungs-
transportgleichung (2.43) gegeben ist, bei dem die atmosphirischen Verhéltnisse an der
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Stelle s, als auch am Ausgangsort s,_1 bekannt sind. Damit it sich die bedigte Wahr-
scheinlichkeitsdichte bzw. Ubergangswahrscheinlichkeit fiir diesen nun deterministischen
Prozess wie folgt schreiben:

p(I;, | B I, B ) =0T, —1I(sn)). (3.55)

Dabei ist 6(I — I(sy)) die Dirac-Deltafunktion und I(s,) eine Trajektorie, die bei s,_;
genau I(sp—1) = I,, , erfiillt. Die Deltafunktion des Stokes-Vektors lift sich dabei wie
folgt definieren:

S(L, — £(5)) = (I, — 1(5)) 6(Qs — Q(s)) 8(U, — U(s)) 8(Vs — V(5)) (3.56)

Da die Trajektorie nun durch bekannte atmosphérische Bedingungen bestimmt wird, set-
zen wir fiir I(s) die formale Losung des polarisierten Strahlungstransports (2.47) ein,
sodass sich (3.55) schreiben 148t als

p(L, | B, B;, )=

sn 19

( ( / O(sn, s (")S(s")ds"—i—O(sn,sn1)I(sn1)>> (3.57)

Kehren wir nun zunéchst zuriick zur Beziehung (3.54) und schreiben diese mit Hilfe der
Deltafunktion (3.56) als

A

PTs,, Bs, | Ls, 15 By, ) = 6(Is, — I(sn)) p*(Bg, | By

Sn—1

(3.58)

Sp— 1)'

Durch die Separation der gemeinsamen Dichtefunktion kann nun, wie im Folgenden ge-
zeigt wird, die Entwicklung des gemeinsamen Prozesses p(Is, B}) entlang der Sichtlinie
formuliert werden. Dazu betrachten wir jetzt Gleichung (3.58) fiir den Fall, dass sich der
Endzustand entlang der Sichtlinie von einem bekannten Anfangszustand mit I, und B},
am Ort so hin zu einem Zustand mit Iy und B} am Ort s entwickelt, und driicken die
bedingte Wahrscheinlichkeit dafiir durch

p(I;, B} | I, B;,) = d(I, — 1(s)) p(B; | B;,) (3.59)

aus, wobei I(sq) = I, gilt. Um die Entwicklung der Ubergangswahrscheinlichkeit mit s
zu beschreiben, differenzieren wir (3.59) nach s und machen davon Gebrauch, dass sich
die Ableitung der Dirac-Deltafunktion unter Zuhilfenahme der Transportgleichung (2.43)
wie folgt schreiben 148t:

Oty = 2 v a0 i)
= (K +§) Vo - B(s)
— —(KI+§)VioI - ()
= -~V ((-KI+3) (I~ L)) . (3.60)
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Der Nabla-Operator V; ist dabei durch den Vektor
9
Y
Q

i
v

Vi

(3.61)

gegeben. Nutzen wir weiterhin aus, dass fiir den zweiten Term der rechten Seite in (3.59) die
in Abschnitt 3.4 definierte Master-Gleichung gilt, so folgt schliefflich fiir die Entwicklung
der Ubergangswahrscheinlichkeit

0

(I, B} | I, BY,) = =V [(-KI +5)i(I, — 1(s))] n(B: | BY,)

+oo %% 5% * > L3 F
+ [ (B B)w(B! | B,) dB; 6(1, - 1(5)

+oo . . -
- [ T w(BL BB | By dB; §(I ~ 1(s)) . (3.62)

—0o0

Der Zustand B? stellt dabei zunichst einen beliebigen Zwischenzustand dar, der am Ort
s erreicht wird. Wird nun die Gleichung (3.62) mit der Wahrscheinlichkeitsdichte des
Anfangszustandes p(Bj ) multipliziert und anschliessend iiber alle méglichen Ausgangs-
zustinde B integriert, so erhilt man

oL BY) =~y (KT + )51~ £(5))] p(BY)
+/;°°w(3*,é*)p(é*) dB* §(I - I(s))
_ /+°° w(B*, B*)p(B*) dB* 5(I — I(s)) . (3.63)

Da hier nun durch die Integration die Kennzeichnung der Zustinde durch die Indizies s
nicht mehr notig ist, sind diese hier und im Folgenden fortgelassen.

Nun fiihren wir den bedingten Erwartungswert des Stokes-Vektor ein und bezeichnen
diesen mit Yp=. Dieser ist bedingt bzw. konditioniert auf die atmosphérischen Verhéltnisse
B an einer Stelle s und soll wie folgt definiert sein:

—+o0
Yo: = [ Lop(L|B))dI. (3.64)
0

Die Komponenten des bedingten Erwartungswertes des Stokes-Vektors leiten sich so aus
den jeweiligen Stokes-Parametern (2.15) ab und sind gegeben durch

Y-
Y.
YE.
Yy

Yg- = (3.65)

Im folgenden soll der bedingte Erwartungswert des Stokes-Vektors Ypg= aus Griinden der
Ubersichtlichkeit auch kurz als bedingter Stokes-Vektor bezeichnet werden. Beschreiben
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wir nun die Entwicklung des bedingten Stokes-Vektor entlang der Wegstrecke s, indem wir
(3.64) nach s differenzieren, dann folgt zunéchst

8YB* (S) 0

+0o0

Nutzen wir dabei aus, dass gilt

« _ pI,B")
p(I|B*) = V(B (3.67)

so konnen wir mit Hilfe von (3.63) die Gleichung (3.66) ausformulieren:

% /0+OOIP(I | B*)dI = /UJFOO ~Vr [(—KI+j) 5(I — j(s))] IdI
+oo 1 +oo v e . . R
+ /0 (B /_oo w(B*, B*)p(B*) dB"6(I — I(s)) I dI
too 1 +00 3 ) A
- /0 (B /,OO w(B*, B*)p(B") dB"(I — I(s)) I dI . (3.68)

Wenn nun die Integration iiber die Stokes-Parameter ausgefiithrt wird, wobei dies durch
partielle Integration und unter Beriicksichtigung der Dirac-Deltafunktion geschieht, erhilt
man

8YB* (S) .
- = —KY *
s B*+J
+o00 B* B* R , +00 , A
/ “ é*—) Y. p(B*) dB* _/ w(B*, B") Yp~ dB". (3.69)
—00 p( ) —o0

Dabei wurde ebenfalls die Definition des bedingten Stokes-Vektors (3.64) verwendet. Be-
nutzen wir fiir die Formulierung der Ubergangsraten w(B*, B*) und w(B*, B*) die Be-
ziehung (3.49) aus dem vorangegangenen Abschnitt und schreiben dabei fiir die in den
jeweiligen Regimen giiltige Korrelationslinge /4. bzw. /g« dann erhalten wir nach dem
einsetzen in (3.69) folgende Integro-Differentialgleichung fiir den bedingten Erwartungs-
wertes des Stokes-Vektors

M:—KYB*"FJ'
Js
oo ] o e [T ..
+/ Yy p(B") dB —/ — p(B") Y 4B (3.70)
—00 B* —00 *

Diese Gleichung 148t sich durch Angabe der Anfangsbedingungen

+00 +0o0
YBS*O = /0 Ly, p(Ls, | Bg,) dIs, = /0 Iy, 6(Iy, — I(0)) dI, . (3.71)

16sen; dabei ist der bedingte Stokes-Vektor YB;«0 durch die jeweiligen Stokes-Parameter
I(0) am Grund bzw. am Startpunkt der Integration innerhalb der Atmosphire gegeben.
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Fiir den Fall eines diskreten Zustandsraumes 148t sich unter Ausnutzung der diskreten
Master-Gleichung (3.32) die Transportgleichung auch in diskreter Form formulieren:

dYp: (s)
0s

. 1 * 1 *
= —KYg: +j+) . Yg: p(B;) = > — p(B}) Ypx, . (3.72)

: + IB;,

Unter der Annahme, dass die Korrelationslinge unabhéngig von den atmosphérischen
Komponenten ist, kann in dem zweiten und dritten Term der rechten Seite von (3.70) die
Integration iiber die Zustandsrdume ausgefithrt werden. Wenn dabei beriicksichtigt wird,
dass der Ausdruck

+oo . .
<I,>= Y. p(B?) dB: (3.73)

—00

geméf der Definition des bedingten Stokes-Vektors (3.64) dem Erwartungswert des Stokes-
Vektors an der Stelle s entspricht, 148t sich die Bestimmungsgleichung des bedingten
Stokes-Vektors (3.70) schreiben als

Y g 1 1
_%52 = ~KYp-+j+;<I>- Yp-. (3.74)

Die resultierende Transportgleichung fiir den bedingten Stokes-Vektor kann weiter verein-
facht werden und in eine kompaktere Form gebracht werden, wenn beriicksichtigt wird,
dass es sich bei dem dritten Term auf der rechten Seite von Gleichung (3.70) bzw. (3.74)
um einen Verlustterm bzw. um einen statistischen Absorptionsterm handelt. So kann eine
erweiterte totale Absorptionsmatrix K mit Hilfe der totalen Absorptionsmatrix K aus
Abschnitt 2.5 wie folgt definiert werden

§ 1
K=K+17, (3.75)

wobei 1 die Einheitsmatrix ist. Weiterhin 148t sich mit dem zweiten Term der rechten
Seite von Gleichung (3.70) bzw. (3.74), der einen zusitzlichen Quellterm darstellt, und
dem totalen Emissionsvektor 7 aus Abschnitt 2.5 ein erweiterter totalen Emissionsvektor
j definieren:

5~ oo ]
J:J+/ I
— o B*

Damit 148t sich dann die Transportgleichung fiir den bedingten Stokes-Vektor in folgende
Form bringen

Y. p(B*) dB* . (3.76)

IYp~(s)

- KYg~+7. 3.77
0s B*+J ( )

Die gesuchte Observable, der Erwartungswert (3.50) des Stokes-Vektors, an der Stelle s
ergibt sich nun in einfacher Weise aus dem bedingten Erwartungswert an der Stelle s als

<1(s) 5= [ Yie(s) p(B*) dB" . (3.78)

— 00
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So ist die Berechnung des Erwartungswertes des Stokes-Vektors in einer stochastisch orga-
nisierten Atmosphére, die durch eine globale Wahrscheinlichkeitsdichte p(B*) und durch
eine oder mehrere Korrelationsldngen [ charakteresiert ist, auf die Berechnung des beding-
ten Stokes-Vektors reduziert, fiir den es mit Hilfe des Markov-Formalismus aus Abschnitt
3.3 moglich ist, eine Bestimmungsgleichung in Form einer Integro-Differentialgleichung
(3.69) bzw. (3.70) oder (3.74) abzuleiten.

Auf die Interpretation der Differentialgleichung fiir den bedingten Stokes-Vektor soll hier
noch kurz eingegangen werden. Zunichst ist festzustellen, dass es sich bei dem beding-
ten Erwartungswert des Stokes-Vektors nicht um eine Observable handelt; erst durch
Gleichung (3.78) wird aus dem bedingten Stokes-Vektor der Einzelstrukturen der mit
der Beobachtng vergleichbare Erwartungswert des Stokes-Vektors. Trotzdem sind die Be-
stimmungsgleichungen (3.69) und die danach folgenden die entscheidenden statistischen
Grundgleichungen, die die Entwicklung des Erwartungswertes durch die Atmosphére cha-
rakterisieren.

Der grofle Vorteil der entwickelten Transportgleichungen fiir die bedingten Stokes-Vektoren
liegt in der Tatsache, dass jedes Regime bzw. jede Komponente fiir sich allein betrachtet
werden kann, obwohl die Atmosphire ein komplexes stochastisches Ensemble dieser Kom-
ponenten bildet. Die vier Terme der rechten Seite von Gleichung (3.70), die die Verdnde-
rung der bedingten Stokes-Parameter beschreiben, sind zunfichst die bekannten Beitrige
durch Absorption und Emission, wie sie aus der deterministischen Transportgleichung be-
kannt sind, sowie zwei weitere Terme, die den Zufluss und Abfluss von Intensititen bzw.
Photonen beschreiben. Hierbei ist entscheidend, dass die Bestimmungsgleichung (3.70)
konditioniert ist auf ein vorgegebenes atmosphérisches bzw. magnetisches Regime, sodass
der Integrationsprozess der Differentialgleichungen (3.70) bzw. (3.74) allein in diesem vor-
gegebenen atmosphéirischen Regime stattfindet. Bei diesem Integrationsprozess entstehen
keine Unstetigkeiten. Die statistische Kopplung mit der Gesamtheit der anderen atmo-
sphéarischen Strukturen wird durch die beiden zusitzlichen Quell- und Absorptionsterme
auf der rechten Seite von Gleichung (3.70) erreicht. Diese steuern fiir jede noch so kleine
Wegstrecke As den statistischen Zu- und Abfluss von Photonen. Die entwickelte statis-
tische Transportgleichung ermdglicht also das simultane Durchschreiten jeder einzelnen
atmosphérischen Komponenten vom Grund bis zur Oberfliche ohne das der Integrations-
prozess Unstetigkeiten in den physikalischen Parametern ausgesetzt ist. Die Gleichung des
bedingten Stokes-Vektors (3.70) besitzt Ahnlichkeit mit der Transportgleichung in einem
streuenden Medium, wobei hier die Streuung nicht im Raumwinkel oder den Frequenz-
bereichen stattfindet, sondern im Zustandraum der atmosphérischen Komponenten. Im
Folgenden sollen aufgrund dieser Analogie die Terme, die den Zu- bzw. Abfluss der Photo-
nen in Gleichung (3.70) beschreiben, auch als statistische Streuterme bezeichnet werden.

Der Vollstdndigkeit halber sei hier noch kurz die resultierende Gleichung des bedingten
Stokes-Vektors fiir den Fall angegeben, dass die atmosphérische Struktur sich durch einen
kontinuierlichen Markov-Prozess beschreiben 148t. Fiir einen Prozess mit kontinuierlichen
Ubergiingen wurde bereits in Abschnitt 3.5 die Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsdichte
mit Hilfe einer Fokker-Planck-Gleichung ausgedriickt. Ein stochastischer Prozess mit kon-
tinuierlichen Ubergingen ist der Ornstein-Uhlenbeck-Prozess (Honerkamp, 1990), dessen
Ubergangswahrscheinlichkeit sich im Falle der hier definierten atmosphirischen Struktur
wie folgt angeben 148t:

, 1 E B aey—T)2 /92 —2
* * o4y —(B*—B*exp~")?/20%(1—exp~?")
p(B*,s | B*,3§) SECTI exp—2’")]1/2 exp . (3.79)
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wobei r = s — § ist. Wegen des exponentiellen Charakters von r favorisiert dieser Pro-
zess Ubergiinge mit kleinem r. Wenn anstelle der Master-Gleichung (3.31) in der obigen
Ableitung der stochastischen Transportgleichung die Fokker-Planck-Gleichung (3.39) Ver-
wendung findet und der Ornstein-Uhlenbeck-Prozess (3.79) benutzt wird, ergibt sich, nach
einer dhnlichen Ableitung wie oben, fiir den bedingten Stokes-Vektor folgende Gleichung;:

OYpe(s) 1 (p. 0 o2

Y +0°———Yp« | — KYg~ + 1] )
P i og- VBt O B> B*+7J, (3.80)

wobei ¢ die Standardabweichung der zugrunde liegenden Wahrscheinlichkeitsdichte ist.
Man beachte hierbei, dass es sich bei B* um einen Zufallsvektor handelt, sodass die obi-
ge Gleichung dem multivariaten Fall entspricht und die Differentialoperatoren iiber die
entsprechenden Summen der atmosphérischen Parameter definiert sind, sodass

OYp=(s) 1 9 , 07 .

Der Erwartungswert ergibt sich ebenfalls geméfl Gleichung (3.78) durch die anschliefende
Integration iiber den Zustandsraum.

Jedoch soll dieser Ansatz mit Hilfe eines kontinuierlichen Drift- und Diffusionsprozes-
ses in dieser Arbeit nicht weiter verfolgt werden. Aufgrund der Annahme, dass sich die
strukturellen FEigenschaften der Atmosphére in der Form von kleinskaligen fluktuierenden
magnetischen Flussrohren beschreiben lassen, die durch abrupte Spriinge in den atmo-
sphérischen Parametern gekennzeichnet sind, erscheint die Beschreibung mit Hilfe des
Kubo-Anderson-Przozesses geeigneter, als die mit einem kontinuierlichen Prozess in der
Form des Ornstein-Uhlenbeck-Prozesses.



Kapitel 4

Eigenschaften der stochastischen
Transportgleichung

In diesem Kapitel sollen einige Eigenschaften der im letzten Kapitel abgeleiteten stochasti-
schen Transportgleichung fiir polarisiertes Licht beschrieben werden. Dazu wird zunichst
gezeigt, dass wie bei der reguliren Strahlungstransportgleichung fiir polarisiertes Licht die
Formulierung einer formalen Lésung moglich ist. Weiterhin wird gezeigt, dass die beiden
Formulierungen des Strahlungstransports, in einem mikroturbulenten und in einem ma-
kroturbulenten Regime, als Grenzfiille in der stochastischen Transportgleichung enthalten
sind. Anschliessend wird gezeigt, wie der hergeleitete stochastische Strahlungstransport
eine Erkldrung fiir das Entstehen einer Netto-Zirkular-Polarisation bietet. Zum Abschluss
dieses Kapites werden dann die Response-Funktionen fiir den Fall einer stochastischen
Strukturierung der Atmosphire abgeleitet.

4.1 Die formale Losung im stochastischen Medium

Wie bei der reguliren Transportgleichung fiir polarisierte Strahlung (2.43) 148t sich unter
der Annahme, dass die Quellfunktion bzw. der Emissionsvektor an der Stelle s bekannt
ist, eine formale Losung fiir den bedingten Stokes-Vektor Yg+ angeben. Betrachten wir
dazu zunéichst den Fall einer stochastischen und rein absorbierenden Atmospéahre mit der
Transportgleichung

dYp*

— _KYg~ 4.1
ds B* (4.1)

wobei K die erweiterte Absorptionsmatrix ist, die sich aus der Absorptionsmatrix (2.34)
und dem Korrelationskoeffizienten 1/I zusammensetzt, sodass gilt

1
K=K+1;, (4.2)

hierbei ist 1 wiederum die 4 x 4 Einheitsmatrix. Wie in Abschnitt 2.6 wird auch hier ein
linearer Operator definiert, der am Punkt s’ auf den bedingten Stokes-Vektor Yg* wirkt

43
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und diesen gemifl der folgenden Gleichung in den bedingten Stokes-Vektor an der Stelle
s transformiert:

Yp+(s) = O(s,s')Yp«(s') . (4.3)

Dieser Evolutions-Operator O(s, s') erfiillt weiterhin folgende Beziehungen

O(s,s) =1 (4.4)

sowie

O(s,s") = O(s,s)O(s',s") , (4.5)

wobei 1 auch hier wieder die 4 x4 Einheitsmatrix ist. Wenn nun (4.3) nach s abgeleitet wird
und die Beziehung (4.1) ausgenutzt wird, erhilt man die folgende Differentialgleichung fiir
den erweiterten Evolutions-Operator:

dilsé(s,s') = —(K(s) —i—l%)é(s,s') = —K(s5)O(s,5"). (4.6)

Wenn nun Gleichung (4.3) nach s’ differenziert wird und dabei Gleichung (4.6) beriick-
sichtigt wird, erhalten wir

%é(s,s') _ —O~(s,s')(K(s)+1%) ~ _O(s, 5K (). @)

Mit Hilfe der obigen Beziehungen ist es nun leicht, durch direktes Einsetzen zu zeigen,
dass der inhomogene Fall durch folgenden Gleichung gel6st wird:

Y (s) = / " 0(s, )5 (s)ds' + O, s0) Vg~ (s0) - (4.8)

Fiir eine semi-unendliche Atmosphére mit sy — —oo und s = 0 an der Oberfliche 143t
sich (4.8) schreiben als

Y- (s) = [ ; O(s, ')} (s')ds' (4.9)

Somit 48t sich genauso wie fiir den reguléren Stokes-Vektor auch fiir den bedingten Stokes-
Vektor eine formale Losung angeben.

4.2 Mikro- und makroturbulente Grenzfille

In diesem Abschntt soll gezeigt werden, wie die in Abschnitt 3.7 vorgestellte stochastische
Transportgleichung in einfacher und natiirlicher Weise die beiden Grenzfille des Strah-
lungstransports in einer mikroturbulent- sowie makroturbulent strukturierten Atmosphére
beinhaltet und somit einen umfassenden mesoturbulenten Ansatz bietet.
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Zunéchst betrachten wir den Fall [ — oo. Diese Grenzbetrachtung kann unmittelbar in
der stochastische Strahlungstransportgleichung (3.70) bzw. (3.74) ausgefithrt werden:

Yi- 1 1
fim Y80 —KYp-+j+-<I>—-Yp«. (4.10)

=00 0s =00 [ [

Es folgt, dass die beiden statistischen Streuterme der rechten Seite von (4.10) verschwinden
und sich so folgende Gleichung fiir den bedingten Stokes-Vektor ergibt:

Yo+
im 2B gy g (4.11)

[—00 Js

Das ist die Transportgleichung fiir den bedingten Stokes-Vektor im makroturbulenten
Regime. Fiir die Transportgleichung des bedingten Stokes-Vektors bedeutet dies, dass die
statistische Kopplung mit den anderen Regimen aufgehoben ist und fiir die Integration
durch die jeweiligen Atmosphéren nur deren eigene physikalische Verhéltnisse mafigeblich
sind. Die Observable wird weiterhin durch die Gleichung (3.78), also den Erwartungswert
reprisentiert, sodass

< I(s) >= /O:o Y- (s) p(B*) dB* . (4.12)

Beachtet man dabei, dass aufgrund der Anfangsbedingung (3.71) gilt, dass Yp=(0) =
Ip+(0), so folgt fiir den makroturbulenten Fall, dass der bedingte Stokes-Vektor fiir alle s
dem herkémmlichen Stokes-Vektor entspricht, sodass Yg=(s) = Ip=(s) gilt. Damit kann
Gleichung (4.12) schliefilich auch als

< I(s) >= /_ o:o Ip-(s) p(B*) dB* (4.13)

geschrieben werden. Dies entspricht auch der herk6mmlichen Art der Berechnung fiir die
resultierenden Intensitdten unter einer makroturbulenten Strukturierung der Atmosphére,
wie dies auch insbesondere bei makroturbulenten Geschwindigkeitsfeldern angewandt wird.
Aber die vollige Entkopplung des bedingten Stokes Vektors von allen anderen atmosphéri-
schen Komponenten zeigt hierbei deutlich den modellhaften Charakter dieser Annahme,
die besagt, dass die Sichtlinie im gesamten Entstehungsbereich der Spektrallinie das be-
trachtete atmosphérische Regime bzw. die Komponente nicht verlafit, ungeachtet der la-
teralen Ausdehnung der Strukturen!

Um nun den mikroturbulenten Fall, [ — 0, zu untersuchen geniigt es jetzt nicht mehr,
einfach den Grenzfall auf die Gleichung (3.70) bzw. (3.74) anzuwenden, da im Abschnitt
3.6 die Ubergangsrate fiir ein kleines Verhiltnis von Wegelement As zu Korrelationslinge
I entwickelt wurde und so die Ausfithrung des Limes nicht mehr der eigentlichen Uber-
gangswahrscheinlichkeit entsprechen wiirde. Um hier eine entsprechende Transportglei-
chung fiir den mikroturbulenten Fall herzuleiten, fithren wir den Grenzprozess zunéichst
fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit aus, also fiir den in Abschnitt 3.6 betrachteten Kubo-
Anderson-Prozess. Dann folgt

As As

li p(B: ., | BY) = lime™ (5] = Biya)+ (1=~ T )p(Biia) = p(Biya0)-(414)
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So geht die Wahrscheinlichkeit fiir das Verbleiben im Ausgangszustand gegen Null, sodass
die Ubergangswahrscheinlichkeit allein durch die stationiire Wahrscheinlichkeitsdichte des
neuen Zielzustandes bestimmt wird. So ist die Ubergangswahrscheinlichkeit im mikrotur-
bulenten Grenzfall vollstindig entkoppelt von dem Ausgangszustand und es besteht keine
Korrelation zu diesem mehr.

Nun setzen wir bei der gemeinsamen bedingten Wahrscheinlichkeitsdichte (3.54) aus dem
Abschnitt 3.7 an. Fiir diese galt

I, By, | Ls, 1, By, ) =p(Is, | B, I, By, ) p(Bg, | By, ). (4.15)
Unter der Annahme des mikroturbulenten Grenzfalles und gemifi Gleichung (4.14) kann
obige Gleichung in folgender Form geschrieben werden:

p(ISn’ B:n | Isnfl’B:n_l) = p(Isn | B:n’ Isnfl’B:n_l) p(B:n) . (416)

Jetzt kann die weitere Ableitung in gleicher Weise erfolgen wie in Abschnitt 3.7, jedoch
unter der Beriicksichtigung, dass die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte p(B; | B )
unabhingig von Ausgangszustand ist und somit der Wahrscheinlichkeitsdichte des Ziel-
zustandes entspricht. Dies fithrt dann fiir die Ableitung der gemeinsamen Dichtefunktion
nach s zu folgender Gleichung:

O DI, BY) = V1 [(~KT +3) 6( ~ I*(s))] p(B") (@.17)

Wird jetzt die Entwicklung des Erwartungswertes mit Hilfe von Gleichung (3.50),

2<1()>—3/+°O/°°1 (I, B*) dIdB" (4.18)
88 y - 88 —00 0 p ’ ’ '

ausgedriickt und nutzen wir weiterhin die Gleichung (4.17), dann erhalten wir nach Ver-
tauschung der Differentiation und Integration folgende Beziehung:

% < I(s) >= /_;oo /Ooo V(KT + ) 6,(I — I*(s))] p(B*) dIdB*.  (4.19)

Nun kann die Integration nach dem Stokes-Vektor ausgefiihrt werden, wobei auch hier
wieder partiell integriert wird, sodass wir folgende Gleichung erhalten:

% < I(s) >= [ j(_KI* + ) p(B*) dB* . (4.20)

Die atmosphérisch abhéingigen Parameter B* sind in der totalen Absorptionsmatrix K
sowie in dem totalen Emissionsvektor 5 enthalten, sodass wir, unter Beriicksichtigung der
vollstandigen Entkopplung der Zusténde, nach der Integration {iber den Zustandsraum
von B* die statistischen Mittelwerte der totalen Absorptionsmatrix und des totalen Emis-
sionsvektors erhalten. So kann die Entwicklung des mittleren Stokes-Vektors < I(s) >
schliefllich wie folgt ausgedriickt werden:

%<I(s)>:—<KI>+<j>. (4.21)
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Dies ist die Transportgleichung fiir polarisiertes Licht im Falle einer mikroturbulenten
Strukturierung der Atmosphére. Hierbei kann also der Mittelungsprozess mit Hilfe einer
globalen Wahrscheinlichkeitsdichte durchgefiihrt werden, noch bevor die eigentliche Trans-
portgleichung aufintegriert wird. Anhand der Ableitung der Transportgleichung fiir den
mikroturbulenten Fall ist jedoch deutlich geworden, dass diese nur fiir den Grenzfall [ — 0
bzw. fiir den Fall einer vollstindigen Unkorreliertheit der atmosphérischen Strukturen
Giiltigkeit hat. Gleichung (4.21) entspricht der unter der MISMA-Hypothese hergeleiteten
Transportgleichung fiir polarisierte Strahlung von Sanchez-Almeida et al. (1996), bei der
jegliche Korrelationseffekte vernachlissigt wurden.

4.3 Asymmetrische Stokes-V-Profile

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, wie es unter Verwendung des in dieser Arbeit ent-
wickelten stochastischen Ansatzes zur Entstehung asymmetrischer Stokes-Profile und im
Besonderen zu der Entwicklung einer nicht verschwindenden Netto-Zirkular-Polarisation
kommt. Messungen zeigen, dass die Mehrheit der beobachteten Stokes-V-Profile aus ma-
gnetisch aktiven wie auch ruhigen Gebieten in der Photosphére charakteristische Asym-
metrien aufweisen. Die Erklarung dieser Asymmetrien war und ist Gegenstand vieler For-
schungsbemiihungen, wozu u.a. Arbeiten von Illing et al. (1974, 1975), Landi Degl’'Innocenti
& Landolfi (1983), Stenflo et al. (1984), Solanki & Pahlke (1988), Sanchez Almeida et al.
(1989), Sanchez Almeida & Lites (1992), Grossman-Doerth et al. (2000), Steiner (2000)
sowie Lopez Ariste (2002) gehéren. Die besondere Herausforderung liegt zunéchst zwei-
fellos in der Tatsache begriindet, dass die Symmetrie der Transportgleichung unter den
Bedingungen einer statischen und homogenen Atmosphére nicht gebrochen werden kann.
Verschiedene Ansétze, bei denen Gradienten des Geschwindigkeitsfeldes und anderer Pa-
rameter entlang der Sichtlinie vorhanden sind, vermochten zumindest qualitativ die Ent-
stehung asymmetrischer Profile zu erkliren. Somit kann die Asymmetrie der Stokes-Profile
und insbesondere der Stokes-V-Profile, wertvolle Informationen iiber die atmosphérischen
Verhiltnisse liefern

4.3.1 Netto-Zirkular-Polarisation

Als sehr niitzliche Beschreibung der Asymmetrie von Stokes-V-Profilen haben sich die Am-
plituden und die Flichenasymmetrie der beiden antisymmetrischen Stokes-V-Komponenten
erwiesen. In diesem Abschnitt wollen wir jedoch gezielter die Flichenasymmetrie betrach-
ten, da nur sie Informationen iiber Verdnderungen der Geschwindigkeitsverhiltnisse und
anderer atmosphirischen Parameter entlang der Sichtlinie enthélt. Diese Flichenasymme-
trie 148t sich sehr gut durch die Netto-Zirkular-Polarisation (im englischen, net circular
polarisation, NCP) charakterisieren. Die Netto-Zirkular-Polarisation ist wie folgt definiert:

NCP(s) = /A Vs, A\, (4.22)

wobei V' (s, ) das Stokes-V-Profil an der Stelle s und bei der Wellenldnge A angibt. Das In-
tegrationsintervall A umfasst dabei das gesamte Profil der betrachteten Spektrallinie. Von
asymmetrischen Stokes-V-Profilen in Bezug auf die Flichenasymmetrie wird gesprochen,
wenn die Netto-Zirkular-Polaristion ungleich Null ist.
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4.3.2 Symmetrie-Betrachtungen

Fassen wir zunichst die Ergebnisse der bisherigen Erkenntnisse zusammen, die zur Ent-
stehung asymmetrischer Stokes-V-Profile fithren. Im einfachsten stationéiren Fall zeigten
Landi Degl’Innocenti & Landolfi (1983), dass fiir die Linienabsorptionsmatrix ¥ bei einer
beliebigen Verschiebung von AX um die zentrale Wellenlldnge \g folgendes gilt:

U Wy Uy Uy
Vo U W, -0
Uy -0 U 0
LA A .

T(Ag + AN) =

Unter der Transformation AX — —AM\ geht diese, mit Uy = ¥;(X\g + AX) u.s.w., iiber in

U Uy Uy Uy
vy U, WL 0
L A R
~Uy - U, Y

TN — AN) =

Dies hat seine Ursache in den Symmetrieeienschaften der einzelnen Profilfunktionen Wy g s
und U7, welche gemif ihrer Definitionen aus (2.25) bzw. (2.40) als Funktionen der Wel-
lenldnge beziiglich der zentralen Referenzwellenlinge )¢ symmetrisch sind, wihrend Uy
und V7, 5 antisymmetrisch sind. Die Substitution der Absorptionsmatrix ¥ (Ao + AX) —
U (A —AN) in der Losung der Strahlungstransportgleichung (2.47) fithrt mit I(Ag+AM) =
(1,Q,U,V) zu dem neuen Lisungsvektor

I\ + AN = (I1,Q,U, V). (4.23)

D.h. das Stokes-V-Profil ist relativ zur zentralen Wellenldnge Aoy antisymmetrich, wihrend
die anderen drei Stokes-Komponenten symmetrisch sind. Die wesentlichen Annahmen, die
diesem Ergebnis zugrundeliegen, sind die des lokalen thermischen Gleichgewichts (LTE)
sowie die, dass keine Materiestromungen auftreten. Die Bedingung, dass keine Materie-
strommungen auftreten, kann insofern gelockert werden, dass ein vorhandenes Geschwin-
digkeitsfeld iiber den Entstehungsbereich der Spektrallinie stationér bleibt. Dies fiihrt so
nur zu einer Verschiebung der zentralen Wellenléinge Ay und it die Symmetriebetrach-
tungen unberiihrt. Auf der anderen Seite fiihrt jedes nichtstationire Geschwindigkeitsfeld
zu einer Brechung der Symmetrie (Lopez Ariste, 2002). Arbeiten von Solanki und Pahlke
(1988), Sanchez Ameida et al. (1989) sowie Lopez Ariste (2002) haben in diesem Zusam-
menhang auch gezeigt, wie die Netto-Zirkular-Polarisation in erster Ordnung von den ent-
sprechenden Gradienten sowohl der Geschwindigkeit als auch des Magnetfeldes abhéngen.
Lopez Ariste (2002) zeigt weiterhin, wie in hoherer Ordnung allein ein nichtstationires
Geschwindigkeitsfeld zur Netto-Zirkular-Polarisierung beitrégt.

Um die Auswirkung mehrerer stationidrer bzw. homogener Atmosphéren, die im Folgenden
auch als makrostrukturiert bezeichnet werden sollen, auf die resultierende Netto-Zirkular-
Polarisation zu untersuchen, betrachten wir zunéichst den beobachtbaren Erwartungswert
des Stokes-V-Parameters. Dieser ergibt sich aus der Integration iiber die beitragenden
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Stokes-V-Komponeneten der verschiedenen Atmosphéren sowie iiber eine Wahrscheinlich-
keitsdichte p(B*), die die Haufigkeitsverteilung der atmosphérischen Komponeneten cha-
rakterisiert. So folgt

<V > /I V(B*) p(B*) .dB* (4.24)

Hierbei ist B* wieder der Vektor, der die atmosphérischen Parameter bestimmt, und
I stellt den Zustandsraum von B* dar. Wenn nun die Netto-Zirkular-Polarisation geméafl
Gleichung (4.22) berechnet wird, kann ausgenutzt werden, das die Integrationsreihenfolgen
vertauschtbar sind, sodass

NCP(<V >) =< NCP(V) > = < /AVdA > = /I/AV(B*) d\ p(B*) dB* .(4.25)

Da die jeweiligen makrostrukturierten Atmosphéiren als homogen, also ohne Gradienten
in den physikalischen Parametern angenommen wurden, ist deren jeweiliger Beitrag zur
Netto-Zirkular-Polarisation gleich Null, sodass auch die Netto-Zirkular-Polarisation iiber
den Erwartungswert des Stokes-V-Profils Null ist. Dies bedeutet, dass inhomogene Struk-
turen, die allein senkrecht zur Sichtlinie vorliegen, keinen Einfluss auf die Netto-Zirkular-
Polarisation haben.

4.3.3 Entstehung der Netto-Zirkular-Polarisation

Hier soll nun gezeigt werden, wie der in dieser Arbeit entwickelte stochastische polarisierte
Strahlungstransport durch seine statistischen Streuterme zu einer nicht verschwindenen
Netto-Zirkular-Polarisation fithren kann. Da die Ursachen verschiedener inhomogener at-
mosphérischer Parameter, wie bereits erwihnt, mehrfach Gegenstand verschiedener Unter-
suchungen waren, betrachten wir nun ein vereinfachtes Modell einer stochastischen Atmo-
sphéiire, um allein die durch die Zusammensetzung der fluktuierenden Atmosphire beding-
te Generierung einer Netto-Zirkular-Polarisation zu untersuchen. Hierzu nehmen wir ein
Ensemble aus verschiedenen atmosphérischen Komponenten an, wobei jede der jeweiligen
Komponenten als homogen vorausgesetzt wird, d.h. sie besitzt also keine Gradienten in ih-
ren atmosphérischen Parametern sowohl vertikal als auch horizontal. Vereinfacht nehmen
wir an, dass die Geschwindigkeit und das Magnetfeld in jeder Komponente verschieden
sind. Die Geschwindigkeiten und Magnetfeldevektoren in den jeweiligen atmosphérischen
Komponenten gehorchen einer global fiir die stochastische Atmosphéire giiltigen diskreten
Wahrscheinlichkeitsdichte mit PB; bzw. kurz als p; bezeichnet. Diese wird, entsprechend
der Definition aus Abschnitt 3.6 durch das Produkt der unabhéingigen diskreten Wahr-
scheinlichkeitsdichten p] und pf , fiir die Geschwindigkeit mit einer Realisierung £ und des
Magnetfeldvektors mit Realisierung [/, gegeben.

Zunéchst soll der Entstehungsprozess des bedingten Stokes-Vektors in einem schwach pola-
risierenden Medium betrachtet werden. Die Annahme eines schwach polarisierenden Me-
diums stellt keine prinzipielle Einschrinkung dar, es soll vielmehr die entsprechenden
Gleichungen iibersichtlicher gestalten. Wesentliche Annahme des schwach polarisierenden
Mediums ist

Ur>| Vo l,| Yo | v || ¥ || ¥ [, Oy | (4.26)
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Hier und im folgenden soll angenomen werden, dass die Profilfunktion im Gegensatz zur
Definition in Abschnitt 2.5 den multiplikativen Term des Linienabsorptionkoeffizienten
bereits beinhaltet, U; zusétzlich auch den kontinuierlichen Absorptionskoeffizienten. Die
formale Losung des bedingten Stokes-Vektor, gegeben durch Gleichung (4.8) 148t sich dann
fiir eine schwach polarisierende Atmosphére wie folgt schreiben

Yig-(s) = / 0% (s,5)7(5)ds' + O (s, 50) Y= (50) - (4.27)

wobei O* der Evolutions-Operator des schwach polarisierenden Atmosphire ist und sei-
nerseits gegeben ist durch

O*(s,s') = [1 - /s,s AK(s")ds"] exp [— /: ‘III(S”)dS”] . (4.28)

Hierbei ist AK = K — 1¥; — 7. Damit ist Gleichung (4.28) formal identisch mit der
Definition des Evolutions-Operator von Sanchez Almeida & Trujillo Bueno (1999) in einer
konventionellen schwach polarisierenden Atmosphére, mit der Ausnahme der Definition
von AK. Die Annahme, dass die thermische Emission in der betrachteten Atmosphére
ebenfalls schwach polarisierend ist, fiithrt fiir den bedingten Stokes-V-Parameter, welcher
Jetzt explizit bezogen ist auf ein atmosphérisches Regime B}, zu folgender Gleichung:

V) = [ =) [ e ss ean

— 00

S .
—/ \Ilg-(s")ds"} ds' . (4.29)
s/

Beachten wir nun, dass die atmosphérischen Verhiltnisse in den jeweiligen Komponenten
als konstant angenommen wurden, so erhalten wir

vV = [ i) = 6T As] eap [0 ()] d', (4:30)
mit As = s — s'. Wenn As < 1 gilt, dann ist in erster Ordnung

S . . . .
Y (s) = / [jg/(s’) - j}(s')\Il{/(s')As] (1—T4(s"As)ds' . (4.31)
—00
Nun wird die Netto-Zirkular-Polarisation berechnet, wobei das Integral der NCP mit dem
duBeren Integral in (4.31) vertauschbar ist. Weiterhin nutzen wir aus, dass die /- und
V-Komponeneten des Emissionsvektors ausgeschrieben wie folgt lauten

. 1
Jro= ¥Bot+ o <I>, (4.32)
. 1

jvo= YwBot+ 7 <V>. (4.33)

Setzen wir dies in (4.31) ein und beriicksichtigen, dass die Faltung von Profilfunktionen
aus demselben homogenen atmosphérischen Regime zu keiner Netto-Zirkular-Polarisation
fithrt (Landolfi & Degl’Innoccenti, 1996), so folgt

s 4o ] 1 |
NCP(YY) ~ / / 7 <V >3 <T> () As dAds
—00 J—00

s too ] Y i
—/ / <V > W) As dA ds' (4.34)
—00 J —00
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Hierbei wurden die mit der Annahme des lokalen thermischen Gleichgewichts (LTE) ver-
bundene Kirchhoff-Planck-Funktion By als quasi nicht verdnderlich {iber den Spektralbe-
reich der Linie angenommen und Terme héherer Ordnung in As fortgelassen. Der erste
Term der rechten Seite in Gleichung (4.34) braucht nicht weiter betrachtet zu werden,
da die Integration iiber die Wellenlinge des gemittelten Stokes-V-Profils aus jeweils ho-
mogenen Atmosphéren geméifl der in Abschnitt 4.3.2 durchgefiithrten Betrachtung keinen
Beitrag zur Netto-Zirkular-Polarisation liefert. Von Bedeutung fiir die Generierung der
Netto-Zirkular-Polarisation in einem Ensemble jeweils homogener, jedoch fluktuierender
atmosphérischer Komponenten ist somit folgender Ausdruck:

S [e%e] 1 . 1 .
NCP(YY) ~ [ [ {—j <I> W)= <V>U)| Asdrds’ . (435)

Werden die mittleren Stokes-Intensitéiten < I > und < V > durch die bedingten Stokes-
Parameter Y;/ und Y;" mit ihren entsprechenden diskreten Verteilungen p; ausgedriickt,
folgt

NCP(YY) ~ //——ZYI ) p; U, (s') As dA ds’

/ / Z Y.V (s') pi \Ifj (s") As dX\ ds'. (4.36)

Wenn angenommen wird, dass die jeweiligen atmosphérischen Regime vorher nicht in Kon-
takt waren - die Sichtlinie noch keinen Ubergang in ein anderes atmosphiirisches Regime
durchgefiiht hat - kénnen die einzelnen beitragenden Komponenten der bedingten Stokes-
Vektoren vereinfacht mit Hilfe der Formel von Sears (Landolfi &Degl’'Innocenti, 1996)
beschrieben werden, und fiir (4.36) folgt

NCP(Y)) ~ [ ; [ ;°° _% [Z By [(1+ ) — B ¥}(s")] pi] W, (s") As X ds’

/ /Oo llz BOﬁ\I’V pz] ( "Y Asdhds'. (4.37)

Dabei entspricht 5 dem Steigungsparameter der Kirchhoff-Planck-Funktion By, wie er
in der analytischen Losung unter einer Milne-Eddington-Atmosphére angenommen wird.
Beriicksichtigen wir, dass die Kirchhoff-Planck-Funktion in dem betrachteten Wellenldngen
intervall weitgehend unabhéngig von der Wellenlénge ist und lassen die dussere Integration
iiber s fort, so kann (4.37) auch geschrieben werden als

+oo 1 ) .
NCP(YY) /_oo -7 [< U >0, — < Uy > \If;] Asd\. (4.38)

Driicken wir nun die Profilfunktionen \D}(s’ ) und \If{/(s’ ) geméf ihrer Definitionen aus
Abschnitt 2.5 aus, die wie folgt lauten

1
U, = <\pr sin? y + 5 (Tr +2p)(1+ cos? 7)> : (4.39)

Uy = (U, — W) cosy, (4.40)
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dann 148t sich (4.38) unter Vernachlissigung anderer Terme schreiben als
V) o -1 T < sin? j _ i
NCP(Y)) x —icos('yj)[w < sin(7) ¥, > (W - 9]} d

1 +o0o .
—— sinQ('yj)/ (< cos(7)¥, > — < cos(y)¥, >) ¥ dA

! —00
1 oo .
~5 cos(’yj)/ T < W, (1 +cos®(y)) > =) < Ty(1 + cos?(y)) > dA
—00

1 +o0 . i
o) [ W < W con(a) > ] < Wy cos(a) > A

21 0o
1 +o00 j 9 j 9
_ﬂcos(vj)[w W< Uy(1 + cos?(7)) > — ) < U, (1 + cos?(y)) > dA
1 +oo .
—i-ﬂ(l + cosZ(’yj))/ Ul < Wyeos(y) > =0 < T, cos(y) > dA. (4.41)
— 00

Dieser Term entspricht also der Entwicklung der Netto-Zirkular-Polarisation entlang eines
kleinen Wegelementes As. Hier 148t sich bereits als interessantes Zwischenergebnis erken-
nen, dass die Netto-Zirkular-Polarisation in der gewédhlten Approximation des schwach
polarisierenden Mediums keine Abhéngigkeit von dem azimutalen Winkel aufweist. Die
Giiltigkeit dieses Ergebnisses wurde bereits von Landolfi & Degl’Innocenti (1996) fiir eine
konventionelle Atmosphére mit schwachem Magnetfeld und kleinen Geschwindigkeitsgra-
dienten entlang der Sichtlinie gezeigt.

Da sich hinter den Profilfunktionen ¥,., ¥,, ¥; jeweils die in Abschnitt 2.5 beschriebenen
Voigt-Funktionen H verbergen, lassen sich fiir die resultierenden Faltungsoperationen der
Voigt-Funktionen die analytischen Losungen geméff Landolfi & Degl’Innocenti (1996)

+o00o

H(v —vy,a)H (v —vj,a)dv = \/gH (UO\;;B , \/ﬁ) (4.42)

—00
verwenden. Nutzen wir diese Losungen als auch die Annahme aus, dass der Inklinations-
winkel in den verschieden Regimen bzw. Komponenten der Atmosphére jeweils Null ist -
eine Annahme die auch von anderen Autoren wie Solanki & Pahlke (1988) oder Sanchez
Almeida et al. (1989) gewéhlt wurde, um ein iiberschaubare Beziehungen zu erhalten - so
koénnen wir (4.41) schlieBlich schreiben als

NCP(YY) —% (zn:H (“’i}ﬁ",@) pi — zn:H (”Z\;;é, 2a> pi> . (4.43)
i=1

=1

Dabei gilt v, ox AN, + gAXp und entsprechend auch vy x AN, — gAAp; diese werden also
durch die Wellenlingenverschiebungen durch das Geschwindigkeitsfeld und den Zeeman-
Effekts bestimmt, siehe (2.24) bzw. (2.2). Aus Gleichung (4.43) wird deutlich, dass sich
eine nicht verschwindende Netto-Zirkular-Polarisation ergibt, wenn in mindestens einem
atmosphérischen Regime ¢ sowohl die Geschwindigkeit als auch die Magnetfeldstirke ver-
schieden von denen in Regime j sind. So wird fiir jeden bedingten Stokes-Vektor durch seine
statistischen Streuterme, die die Kopplung zu den anderen atmosphérischen Komponen-
ten herstellen, eine nicht verschwindende Netto-Zirkular-Polarisation generiert. Weiterhin
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ist zu erkennen, das die Auspriagung der Netto-Zirkular-Polarisation durch die Korrelati-
onslidnge kontrolliert wird. Bei einem makroskopischen Regime mit [ — oo geht die Netto-
Zirkular-Polarisation gegen Null, wohingegen die Netto-Zirkular-Polarisation ein Maxi-
mum fiir [ — 0 erreicht, also fiir den Fall einer Mikrostrukturierung der Atmosphére.
Man beachtet jedoch, dass das direkte Einsetzen von [ — 0 in die stochastische Trans-
portgleichung aus den in Abschnitt 4.2 genannten Griinden nicht ohne weiteres moglich
ist. Spéter in dieser Arbeit wird die Abhéngigkeit der Netto-Zirkular-Polarisation von der
Korrelationslinge anhand von Modellrechnungen néher untersucht.

4.4 Response-Funktionen im stochastischen Medium

In diesem Abschnitt soll auf die Ableitung sowie die allgemeine Darstellung der Response-
Funktionen fiir den bedingten Stokes-Vektor unter der Voraussetzung des polariserten
Strahlungstransports in einem stochastischen Medium eingegangen werden. Response-
Funktionen, die den Effekt einer Variation der atmosphirischen Parameter auf die be-
obachteten Intensititen in erster Ordnung beschreiben, wurden fiir den Stokes-Vektor
erstmals von Degl’Innocenti & Degl’'Innocenti (1977) beschrieben. Response-Funktionen
fiir den Stokes-Vektor fanden insbesondere bei der Inversion von Stokes-Profilen Verwen-
dung (Ruiz Cobo & del Toro Iniesta, 1992). Mit ihnen war es moglich, die bendtigten
Ableitungen innerhalb des iterativen Inversionsprozess sehr effizient und weitgehend ana-
lytisch zu berechnen. Auch als diagnostisches Werkzeug bieten Response-Funktionen ein
wichtiges Hilfsmittel fiir unser Verstdndnis iiber Zusammenhénge innerhalb der atmo-
sphérischen Strukturen. Mit ihnen lassen sich z.B. sehr anschaulich die Wirkungen kleiner
Anderungen der atmosphirischen Parameter an bestimmten Stellen innerhalb der Atmo-
sphére, auf die resultierenden Stokes-Parameter darstellen (Ruiz Cobo & del Toro Iniesta,
1994).

Ausgangspunkt fiir die Ableitung bilden die Differentialgleichung (3.77) sowie die formale
Losung (4.9) des bedingten Stokes-Vektors, die mit Hilfe der erweiterten Absorptionsma-
trix K und des erweiterten Emissionsvektors 3 wie folgt lauten

Y~ (s)

= —KVYax -1 4.44
0s B* 17, ( )

und dessen formale Losung fiir eine semi-unendliche Atmosphére
S ~ ~
Y- (s) = / O(s,s)j(s')ds’ . (4.45)
—0o0

Wenn nun eine kleine Variation eines atmosphérischen Parameters dz; innerhalb der
betrachteten atmosphérischen Komponente angenommen wird und Terme zweiter und
héherer Ordnung venachléssigt werden, gehorcht die resultierende Variation des beding-
ten Stokes-Vektors 0Yg(s) formal derselben Differentialgleichung wie (4.44), sodass wir

86YB* (S)

5 = —6KYg- — K§Yg~ +0j (4.46)
S

schreiben kénnen. 6K und 67 sind dabei in erster Niiherung gegeben durch

0K (s) = g—ifhi(s) (4.47)
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und
55(s) = g—giaxi(s) . (4.48)
Gleichung (4.46) 1a8t sich zusammenfassen und schreiben als
Y p* - .
88#;(3) = —KiYg~ +3*, (4.49)

wobei der Emissionsvektor j* eingefithrt wurde und folgendermaflen definiert ist

j*=06j - 0KYp~ (4.50)
bzw.
s 0F o 0K .

Aufgrund der Analogie zwischen der Bestimmungsgleichung (4.44) fiir den bedingten
Stokes-Vektor und der Gleichung (4.49) erhalten wir eine analoge formale Lisung, sodass
die Losung der Variation geschrieben werden kann als

Y= (s) = /_ ; O(s, )5 (s)) ds' (4.52)

Nun kénnen wir den Response-Funktions-Vektor R;(s, s’) definieren, der die Reaktion der
bedingten Stokes-Intensitéten bei einer kleinen Storung des atmosphérischen Parameter
z; an der Stelle s innerhalb der Atmosphére B* beschreibt:

9j 0K

R;(s,5") = O(s,5") [ YB*] . (4.53)
Auch hier gilt zu beachten, das es sich wie beim Stokes-Vektor auch bei dem Response-
Funktions-Vektor R;(s, s’) nicht um einen Vektor im streng mathematischen Sinne handelt.
Gleichung (4.52) koénnen wir schlieBlich auch schreiben als

dYp+(s) = /—Soo R;(s,8")0x;(s) ds', (4.54)

bzw. wenn die Variation auf mehreren atmosphérischen Parametern x; beruht, als
m s
Ype(s) =3 / Ri(s, s')0a:(s) ds' . (4.55)

Die resultierende Verdnderung des beobachtbaren Stokes-Vektors ergibt sich geméfl der
Definition des Erwartungswertes (3.78) als
+o0o
5 < I(s)>=<6I(s) >= / 5Yg-(s) p(B*) dB* . (4.56)
—00
Hierbei wird die globale Wahrscheinlichkeitsdichte als unabhingig beziiglich der kleinen
Storung dz; angesehen. Mit den Response-Funktionen soll in den folgenden Abschnitten
gezeigt werden, wie und wo bei einer stochastisch organisierten Atmosphére der bedingte
sowie der observable Erwartungswert des Stokes-Vektor auf Verdnderungen der Korrelati-
onsldnge reagiert.



Kapitel 5

Numerische Losung

In diesem Kapitel wird auf die numerische Umsetzung der in Kapitel 3.7 beschriebenen sto-
chastische Transportgleichungen fiir die bedingten Stokes-Vektoren eingegangen. Grundla-
ge der Numerik bildet die diskrete Transportgleichung (3.72) des bedingten Stokes-Vektors,
die durch eine entsprechende Diskretisierung des Zustandsraums gewonnen wurde und so
die urspriingliche Integro-Differentialgleichung in ein gekoppeltes lineares Gleichungssys-
tem iiberfiihrt. Bei diesem Gleichungssystem ist zu beachten, dass sich die Kopplung aus
einem lokalen und einem globalen Anteil zusammensetzt. So entsteht eine lokale Kopplung
der bedingten Stokes-Parameter untereinander wie bei der gewthnlichen Transportglei-
chung fiir polarisiertes Licht auch, sowie eine globale Kopplung mit den jeweils gleichen
bedingten Stokes-Parametern der anderen atmosphérischen Komponenten. Die Losung des
gekoppelten Gleichungssystems wird mit Hilfe eines impliziten Verfahrens erreicht, welches
zu einer rekursiven Losungsvorschrift fiihrt.

5.1 Losung des Differentialgleichungssystems

Ausgangspunkt ist die diskrete Form der Transportgleichung des bedingten Stokes-Vektors
(3.72), die explizit die Kopplung der bedingten Transportgleichung mit den anderen at-
mosphérischen Komponenten aufzeigt:

0YB:x (s)
0s

1
B

= —KYg: +j+) . Yg: p(B;) — > p(B;) Y=, . (5.1)

*
n m

Durch die Kopplung iiber die statistischen Streuterme in jeder Gleichung der Form (5.1)
erhalten wir ein gekoppeltes System von 4n Gleichungen. Dabei schreiben wir zunéchst
das diskretisierte System mit Hilfe der 4n x 4n Matrix M, sodass

& MY+, 2
. +37 (5.2)

Hierbei sind Y der bedingte Stokes-Vektor des gesamten Systems, 5 der thermische Emis-
sionsvektor des Systems und M die Systemmatrix. Wenn wir die Untermatrizen R; und
S; einfiithren, die im Folgenden als Komponentenmatrix und Streumatrix bezeichnet wer-
den und die jeweiligen Absorptionskoeffizienten des atmosphéirischen Regimes 4 sowie die
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jeweiligen giiltigen Streu- bzw. Umverteilungsparameter enthalten, dann kann Gleichung

(5.2) in folgender Form geschrieben werden:

dYél (s)

A0

dUs
dYB1 (s)

c‘i/s
dYB1 (s)

i

R, S, Sj
S Ry Sj
dYgQ(s) S, S9 R3

S Sy 53

(5.3)

Dabei ist die Komponentenmatrix R; durch die folgende 4 x 4 Matrix definiert:

7\1’131_ +(17pBi) 7‘I;QBI-

Vg, _\I’IBi'i'(l_pBi)
Ri - ' A\

~ U Vs,

—Wy, _y

i U,

Die Streumatrix S; ist definiert durch

~Z 0 0
Bi
o - 0
S = B; )
’ 0 o -
B; »
0 0 0o -t

,\I;UBI_

—\p*
Vg,

Vo,

,\I;VBI_

\I]*

7B . (5.4)
_\I;QBi

—Vrp, +(1-p5;)

In obiger Darstellung ist aufgrund der Ubersichtlichkeit auf den indizierten Stern, der das
atmosphirische Regime B charakterisiert, verzichtet worden, da in diesem Abschnitt keine
Verwechslung mit der Magnetfedstirke bzw. dem Magnetfeldvektor droht.



5.1. LOSUNG DES DIFFERENTIALGLEICHUNGSSYSTEMS o7

Um dieses Differentialgleichungssystem zu losen, gehen wir von einer geeigneten Diskre-
tisierung der geometrischen Tiefe s aus und entwickeln dafiir zunéchst den bedingten
Stokes-Vektor Y des Systems mit Hilfe der Taylor-Entwicklung in zweiter Ordnung an der
Stelle s,

Y (si41) = Y(si) + Y'(s0)Asi + V" (51)(As;)? (5.6)

wobei As = s;41 — s; gilt. Weiterhin entwickeln wir die erste Ableitung in erster Ordnung
um s, sodass

Y (sip1) = Y'(si) + Y"(s5)As; . (5.7)

Diese beiden Gleichungen kénnen derart kombiniert werden, dass fiir den bedingten Stokes-
Vektor des Systems an der Stelle s;4; gilt:

¥ (si01) = ¥ (s0) + 508 [#7(s0) + ¥ (s10)]

(5.8)

Die Form (5.8) stellt zunéchst eine implizites Gleichungssytem dar. Benutzen wir nun die
Transportgleichung (5.2) und nutzen die Linearitét des Differentialgleichungssystems aus,
dann konnen wir (5.2) in (5.8) einsetzen und anschliefend nach dem gesuchten System-
vektor f’(siﬂ) auflésen, sodass wir die folgende rekursive Losungsvorschrift erhalten:

?(Si—l—l) = AY(SZ) + E. (59)

Dabei ist die 4n x 4n Matrix A durch folgenden Ausdruck gegeben:

As;
A=D (i) [1- 5 M(si)} . (5.10)
Der Vektor E ist hierbei
B =D (s;11) [3(si) + 3 (si41)] - (5.11)

Die Matrix D(s;+1) ist schlieBlich gegeben durch

Asi ~

D(3i+1) =1- 9 M(Si+1) . (512)

Die Einheitsmatrix 1 ist hier ebenfalls eine 4n x 4n Matrix. Man beachte, dass alle Terme
der rechten Seite in Gleichung (5.9) bekannt sind. Dies gilt auch fiir den Emissionsvek-
tor des Systems, der hier im lokalen thermischen Gleichgewicht allein durch die jeweili-
gen totalen Emissionsvektoren der einzelnen atmosphérischen Komponenten gegeben ist,
Gleichung (5.3). Das Gleichungssystem wird durch die Angabe der Anfangswerte fiir die
einzelnen Komponenten des Systemvektor bestimmt. Dazu werden folgende Startwerte fiir
die bedingten Stokes-Vektoren Yp» an der unteren Grenze s, des m-ten Atmosphéren-
Regimes angesetzt (Stenflo, 1994),

dB
Yp: = By, e+ { v
ds

] K" (s)es , (5.13)
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wobei B, der Kirchhoff-Planck-Funktion (2.1) entspricht und ey dem Einheitsvektor mit
(1,0,0,0)”. Aus diesen bedingten Stokes-Vektoren wird dann der Systemvektor ¥ (s,)
an der unteren Grenze der Atmosphire gebildet. So wird am Boden der Atmosphére von
unpolarisierter Strahlung innerhalb der einzelnen Strukturen ausgegangen. Diese Annahme
wird, wenn nicht ausdriicklich auf eine andere Anfangskonfiguration hingewiesen wird, in
den folgenden Kapiteln der Arbeit beibehalten.

5.2 Fehlerbetrachtung

Zur Beurteilung der Fehlerordnung des vorgestellten Verfahrens, welches in der Literatur
u.a. auch als implizite Trapezmethode (Schwarz, 1988) bezeichnet wird, betrachten wir
den lokalen Diskretisierungsfehler d(s;;1) an der Stelle s;;;. Dazu gehen wir von der
Entwicklung (5.8) aus dem letzten Abschnitt aus. Dann ist der lokale Diskretisierungsfehler
gegeben durch

B [f"(si) + f"(siﬂ)]

d(sit1) =Y (sit1) — V(i) — (5.14)

Entwickeln wir seinerseits Y (s;41) so erhalten wir

d(siz1) = (As)Y'(si) + %(Asi)2f’"(si) + %(Asi)SY"'(si) +0((As;)h (5.15)

(As;)
2

_ %(Asi)?’f’"'(si) +0((As)") .

V() + ¥ (s1) + (A T7(50) + 5 (A5 P (50) + O((As:)?)

Wenn wir beriicksichtigen, dass der lokale Diskretisierungsfehler d(s;;1) mit der Fehler-
ordnung p eines Losungsverfahrens in folgender Weise in Beziehung steht (Schwarz, 1988):

max =|d(si11) |< const(As)PTL = O((As)PT), (5.16)
1<k<n

dann ist aufgrund des Hauptanteils in d(s;11) in Gleichung (5.16) die Fehlerordnung der
in diesem Kapitel vorgestellten Methode 2. Die hier gewédhlte Methode zweiter Ordnung
erscheint angemessen zu sein, da bei dem in dieser Arbeit zugrundegelegten stationiren
Markov-Prozess davon ausgegangen werden kann, dass der Hauptbeitrag zu Anderung der
Systemmatrix zwischen zwei Punkten s; und s;4.1 im Wesentlichen durch Strahlungstrans-
porteffekte verursacht wird. Da die wohl bekannteste und meist benutzte Integrations-
methode fiir die Losung des polarisierten Strahlungstransports, die Diagonal-Elemente-
Lambda-Operator-Methode (DELO), entwickelt von Rees et al. (1989), ebenfalls eine
Fehlerordnung von 2 besitzt und diese bereits in zahlreichen Arbeiten Gegenstand von
Fehleruntersuchungen war (z.B. Lopez Ariste & Semel, 1999; Bellot Rubio et al., 1998),
kann hier angenommen werden, dass bei einer entsprechender Diskretisierung eine Me-
thode zweiter Ordnung ausreichend ist. Beziiglich der Stabilitit stellt das hier vorgestellte
Verfahren aufgrund seiner impliziten Eigenschaften sich als besonders geeignet fiir den Fall
sogenannter steifer Differentialgleichungssysteme heraus (Schwarz, 1988).
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5.3 Implementation

Fiir die Implementierung des stochastischen Strahlungstransports wurden grofiere Teile des
Strahlungstransportprogramms DTAMAG von Grossmann-Doerth verwendet (Grossmann-
Doerth, 1994). Das im vorherigen Abschnitt beschriebene Verfahren zur Losung des ge-
koppelten Differentialgleichungssystems wurde in einem gesonderten Unterprogramm in
FORTRAN programmiert und ersetzt die urspriingliche Integrationsmethode (DELO),
die im Programm DIAMAG implementiert wurde. Mit Hilfe des modifizierten Programms
DIAMAG konnen die bedingten Stokes-Parameter entlang eines Sehstrahls fiir mehrere ge-
gebene atmosphérische Komponeneten berechnet und anschliessend der Erwartungswert
des Stokes-Vektors gebildet werden. Dabei wird fiir jede atmosphérische Komponente eine
planparallele Schichtung des Gesamtdrucks p und der Temperatur T' angenommen. Fiir
jeden der dquidistanten Stiitzpunkte in Alog(7) und fiir jede atmosphérische Komponente
werden tabellierte Werte fiir die magnetische Feldstirke B, die Inklination y, den Azimut
¢ und die Sichtlinienkomponente v der makroskopischen Geschwindigkeit des Plasmas
verwendet. Auf die urspriinglich im Programm DIAMAG vorgesehene Spezifizierung der
Mikroturbulenz wird hier ausdriicklich verzichtet, da in dieser Arbeit und der vorliegenden
numerische Implementation die Mikroturbulenz als Spezialfall einer Sichtliniengeschwin-
digkeit des Plasmas mit einer Korrelationslinge gegen Null beschrieben wird. Eine Mi-
kroturbulenz wird also durch atmosphérische Komponenten charakteresiert, die eine sehr
kleine Korrelationslinge sowie eine entsprechende Verteilung ihrer Geschwindigkeitspara-
meter aufweisen. Der Zusammenhang zwischen optischer Tiefe 7 und der geometrischen
Tiefe z fiir die Beobachtung unter einen heliozentrischen Winkel ¢ ist durch

dr, = n,,% (5.17)
W

gegeben, dabei ist x, der Absroptionskoeffizient bei der Wellenlénge v und p ist durch
den Kosinus des heliozentrischen Winkels gegeben, p = cos¢. Der Absorptionskoeffizient
und somit auch die optische Tiefe wird iiblicherweise bei einer Referenzwellenléinge von
500 nm bzw. 5000 A angegeben. Mit 5.17 konnen fiir jeden heliozentrischen Winkel die
physikalischen Grofien von einer geometrischen Skala auf ein in Alog(7) dquidistantes
Gitter umgerechnet werden. In verschiedenen Unterprogrammen von DIAMAG werden
fiir jeden Tiefenpunkt in jeder atmosphirischen Komponente folgende Gréfien berechnet :

e die Teilchenzahldichten als Funktionen von Temperatur und Druck,

e die Partialdriicke aller Elemente bis zur Kernladungszahl Z = 28 als Funktion der
Temperatur und des Elektronendrucks, wobei Hs-Bindung und -Ionisation beriick-
sichtigt wird,

e der kontinuierliche Absorptionskoeffizient k. als Funktion der Wellenléinge, Tempe-
ratur und der verschiedenen Partialdriicke,

e der Linienabsorptionskoeffizient x; mit den entsprechenden Profilfunktionen, eben-
falls als Funktion der Wellenlinge, Temperatur und Partialdriicke,

e das Ionisationsgleichgewicht gemifl der Saha-Gleichung 2.2.

Anschliessend wird fiir alle Wellenlingenpunkte innerhalb eines vorgegebenen Wellenldngen-
intervalls und fiir jeden bedingten Stokes-Vektor die stochastische Strahlungstransportglei-
chung mittels der im vorherigen Abschnitt beschriebenen Methode berechnet.
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Kapitel 6

Ein mesoturbulentes
Geschwindigkeitsfeld

Hier sollen nun, aufbauend auf der im vorherigen Kapitel beschriebenen numerischen
Losung des stochastischen Strahlungstransports fiir polarisiertes Licht, einige einfache
Modellrechnungen durchgefiihrt werden, um die Auswirkungen einer endlichen Korrela-
tionslinge auf Linienparameter, wie die Profilform und Aquivalenzbreite, zu untersuchen.
Hierzu wird ein mesoturbulentes Geschwindigkeitsfeld mit unterschiedlichen Korrelati-
onslingen untersucht. Dabei ist die wesentliche Motivation fiir diese Modellrechnungen,
dass die Ursache fiir die Strukturierung der Atmosphére weniger in dem turbulenten hydro-
dynamischen Verhalten der Konvektion liegen soll, als vielmehr in der Prisenz kleinskaliger
Magnetfeldstrukturen. So soll anhand der magnetisch nicht-aufspaltenden Absorptionslinie
Fe I 5576 A gezeigt werden, wie unterschiedliche strukturelle Ausdehnungen der Turbulenz-
elemente innerhalb der Atmosphiire, die Profilformen und die Aquivalenzbreite verindern.
Weiterhin wird gezeigt, wie sich aus dem in dieser Arbeit entwickelten stochastischen An-
satz auch numerisch fiir kleine Korrelationslingen die Konvergenz zum mikroturbulenten
bzw. fiir grofle Korrelationslingen zum makroturbulenten Grenzfall ergibt.

6.1 Modellbeschreibung

Nun benutzen wir die numerische Losung der stochastischen Transportgleichung, um die
Effekte einer endlichen Korrelationslinge anhand der Eisenlinie Fe I 5576 A aufzuzei-
gen. Diese Linie spaltet im Magnetfeld nicht auf, so dass wir hier allein den Effekt eines
mesoturbulenten Geschwindigkeitsfeldes auf die Profilform und die Aquivalenzbreite des
Stokes-I-Profils untersuchen kénnen. Um die Konvergenz fiir eine Korrelationsldnge [ — 0
gegen den mikroturbulenten Fall und fiir [ — oo gegen den makroturbulenten Fall zu de-
monstrieren, wird der Stokes-Vektor sowohl mit dem stochastischen Ansatz als auch mit
den konventionellen Methoden fiir ein mikroturbulentes und makroturbulentes Geschwin-
digkeitsfeld berechnet.

Im konkreten Fall einer in der Geschwindigkeit mikroturbulenten Atmosphire bedeutet
dies, wie in Abschnitt 4.2 gezeigt, die Faltung der Absorptionsmatrix bzw. deren Ele-
mente mit der Wahrscheinlichkeitsdichte der Mikroturbulenz. Da in der konventionellen
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Berechnungsweise der Mikroturbulenz fast ausschliellich eine Normalverteilung der Ge-
schwindigkeiten mit einem Mikroturbulenzprameter &,,;.r, als Wahrscheinlichkeitsdichte-
funktion angenommen wird, ergibt sich aus der Faltung der Absorptionsprofile (Voigt-
bzw. Faraday-Voigt-Profil) mit dem Gaufiprofil der Geschwindigkeitsverteilung wiederum
ein Voigt- bzw. ein Faraday-Voigt-Profil mit einer modifizierten Dopplerbreite

2T
Vp = —{\/—+ fmzcro . (61)
C m

Der Mikroturbulenzparameter &,,;c-, bestimmt hierbei die Standardabweichung, &icro/ \/ﬁ,
der Normalverteilung. Man beachte dabei, dass sich durch die Faltungsoperation der effek-
tive Wirkungsquerschnitt der Absorption vergréfert und somit auch die Aquivalenzbreite
der Absorptionslinie.

Fiir die Berechnung des anderen Grenzfalles, der Makroturbulenz, gilt ebenfalls die in 4.2
hergeleitete Beziehung. Auch hier wird iiblicherweise eine Normalverteilung der Sichtlini-
engeschwindigkeit angenommen. Der Makroturbulenzparameter, der die Standardabwei-
chung der angenommenen Normalverteilung beschreibt, wird hierbei mit &,,4cr0 gekenn-
zeichnet. Da die Faltungsoperation jedoch, wie im Abschnitt 4.2 gezeigt, erst auf den
bereits berechneten bedingten Stokes-Vektor angewandt wird, ergibt sich fiir den Erwar-
tungswert des Stokes-Vektors unter der Annahme eines makroturbulenten Geschwindig-
keitsfeldes entsprechend 4.13 folgende Gleichung

<I(s)> = / In-(s) p(B*) dB* (6.2)

_ / I (E?nfcro) dv . (6'3)

£macro\/_

Hierbei ist zu sehen, dass die Faltung der Wahrscheinlichkeitsdichte mit dem Intensitits-
wert des Stokes-Vektors die resultierende Profilfunktion iiber den gesamten Spektralbe-
reich zwar verindert, aber zu keiner Zunahme des Wirkungsquerschnittes fithrt und so die
Aquivalenzbreite nicht beeinfluBt.

Um nun mit dem entwickelten stochastischen Ansatz ein mesoturbulentes Geschwindig-
keitfeld zu beschreiben, welches beide Grenzfille mit einschliefit, muss zunéchst die globa-
le Wahrscheinlichkeitsdichte der Sichtliniengeschwindigkeit spezifiziert werden. Diese wird
nun, um die Konvergenz mit den konventionell berechneten Mikro- und Makroturbulen-
zen zu gewihrleisten, ebenfalls als normalverteilt angesehen. Als charakterisierende Grofie
dieser Verteilung bzw. Wahrscheinlichkeitsdichte dient auch hier ein Turbulenzparame-
ter &meso- Fiir die folgenden Simulationen soll dann &ier0 = Emeso = Emacro gelten. Die
stochastische Transportgleichung lautet somit

Y- 1 1
O¥p-(5) _ ~KYp~+j+ 5 <Yp»>—-Yp~ (6.4)
Js ! !
1 1
= ~KY, +j+;<Y >V, (6.5)

Hierbei wurde Gleichung (3.74) benutzt und so implizit die Annahme gemacht, dass die
Korrelationslénge [ unabhéngig von der Geschwindigkeit ist. Der observable Stokes-Vektor
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bzw. die Intensitdt der hier betrachteten nicht-aufspaltenden Absorptionslinie ergibt sich
dann gemif Gleichung 3.78 als

<I(s)> = /O;YB*(S) p(B*) dB* (6.6)

= /_o; Y, (s) e(&?::so) dv . (6.7)

Diese Wahrscheinlichkeitsdichte wird auch zur Berechnung des Erwartungswertes inner-
halb der Integro-Differentialgleichung (3.74) benutzt. Man beachte jedoch, dass zunichst
die kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsdichte (6.7) spezifiziert wurde, so dass hier nicht
sofort die diskrete numerische Losung aus Kapitel 5 angewandt werden kann. Durch ei-
ne geeignete numerische Quadratur mit Hilfe des Newton-Cotes-Verfahren erhalten wir
jedoch eine entsprechende diskrete Darstellung,

J

<I(s) >= iY;,j (s) e<£?’is°> wj , (6.8)
j=1

wobei w; der Gewichtsfaktor der j-ten Stiitzstelle des Newton-Cotes-Verfahren ist. Der
Anfangswert fiir die einzelnen bedingten Stokes-Vektoren wird geméfl der Beziehung (5.13)
festgelegt.

6.2 Ergebnisse

Die folgenden Berechnungen synthetischer Linenprofile der Eisenline Fe I 5576 A wurden
fiir das Temperatur- und Druckmodell der HSRASP-Atmosphére (Chapman, 1979) durch-
gefiihrt. Dabei handelt es sich im wesentlichen um das HSRA-Modell von Gingerich et al.
(1971) fiir die ruhige Sonne, welches bis zur Konevektionszone erweitert wurde mit dem
Konvektionszonenmodell von Spruit (1974). Es werden keine weiteren Geschwindigkeiten
innerhalb der Atmosphire spezifiziert, insbesondere auch keine Mikro- bzw. Makrotur-
bulenzen. Die synthetischen Profile der Eisenlinie Fe T 5576 A wurden fiir verschiedene
Werte der Turbulenzgeschwindigkeit &,,¢5, und verschiedene Korrelationsldngen [ berech-
net. In Abbildung 6.1 sind diese fiir die Korrelationslingen 10 km, 30 km, 100 km, 300
km, 1000 km und 3000 km mit einer Turbulenzgeschwindigkeit von &5 = 2.0 km/s
sowie &peso = 4.0 km/s abgebildet. Hier zeigt sich sehr deutlich der Effekt der zunehmen-
den Korrelationslinge und die damit verbundene Abnahme der Absoptionsfihigkeit bzw.
Aquivalenzbreite. Diese Abnahme und die Diskrepanz zwischen den einzelnen Linienprofi-
len ist um so ausgeprigter, je grofler die zugrundeliegende Turbulenzgeschwindigkeit bzw.
je groBer die Streuung der Geschwindigkeiten ist. Wahrend die Linienprofile mit einer
Korrelationslinge von 10 km kaum sichtbare Unterschiede zu den konventionell berech-
neten mikroturbulenten Linienprofilen aufweisen, ist die rapide Abnahme der Linientiefe
und Aquivalenzbreite schon fiir Strukturlingen von oberhalb 10 km deutlich zu sehen.
Dies erstreckt sich bis hinauf zu Strukturen mit einer Korrelationslinge von 1000 km, wo
ein Séttigungseffekt eintritt und das Linienprofil in das konventionell berechnete makro-
turbulente Profil {ibergeht. Man beachte hierbei, dass obwohl eine Korrelationslidnge von
1000 km weitaus grofler ist als der Entstehungsbereich der Spektarllinie (200 km - 300 km)
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Fel 5576 - Turbulenzgeschwindigkeit 2 km/s Fel 5576 - Turbulenzgeschwindigkeit 4 km/s
1 T 1 T
08| 08|
1=1000km 1=1000km
1=5000 km 1=5000 km
0.6 06
o o
04 04
02} 1 02}
1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-400 -300 -200 -100 O 100 200 300 400 -400 -300 -200 -100 O 100 200 300 400
ANmA] ANmA]

Abb. 6.1: Darstellung der Profilform in Abh#ngigkeit von der Korrelationslinge [. Die Intensitdt ist
normiert auf das lokale Kontinuum I.. Links die Darstellung der Profilformen fiir einen Turbulenzparameter
Emeso = 2km/s und in der rechten Darstellung fiir &meso = 4km/s.

die Strukturlinge in statistischer Weise in die stochastische Transportgleichung eingeht.
Das bedeutet, dass fiir die atmosphérischen Strukturen jede mogliche Kombination der
Anordnung innerhalb der Atmosphire durch die stochastische Transportgleichung bereits
beriicksichtigt wurde, um so den Erwartungswert des Linienprofils zu berechnen.

Die Erkldrung fiir den Effekt der abnehmenden Aquivalenzbreite bei zunehmender Kor-
relationslidnge folgt unmittelbar aus Gleichung (3.74) und den Grenzbetrachtungen aus
Abschnitt 4.2. Bei sehr kleinen strukturellen Ausdehnungen ist die Fluktuationsrate der
Photonen sehr hoch, und die Absorption ist schon fiir eine kleine Wegstrecke und ver-

Turbulenzgeschwindigkeit 2 km/s Turbulenzgeschwindigkeit 4 km/s
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-§- 140 | if

1851 140 ]
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Korrelationslange | [km] Korrelationslange | [km]

Abb. 6.2: Darstellung der Aquivalenzbreite in Abhingigkeit von der Korrelationsldnge [. In der linken
Darstellung ist der Verlauf der Aquivalenzbreite mit zunehmender Korrelationslinge aufgetragen fiir einen
Turbulenzparameter &,es0 = 2km/s und rechts der Verlauf mit einem Turbulenzparameter £meso = 4km/s.
Die beiden horizontalen Linien kennzeichnen die Aquivalenzbreite eines Profils, das bei sonst gleichen
Bedingungen fiir den konventionell berechneten makroturbulenten Fall (untere horizontale Linie) und fiir
den mikroturbulenten Fall (obere horizontale Linie) berechnet wurde.
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nachlissigbare Verdnderung der physikalischen Parameter auf viele verschiedene Struktu-
ren mit unterschiedlicher Geschwindigkeiten verteilt. Dies erreicht im Grenzfall | — 0 seine
maximale Verteilung geméfl der zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsdichte. Im Gegen-
satz dazu werden bei zunehmender Korrelationsldnge die unterschiedlichen Regime mit
ihren jeweils giiltigen Geschwindigkeiten mehr und mehr voneinander entkoppelt (siehe
Gleichung (6.5)), so dass immer grofere Teile des bedingten Spektrums in einem Re-
gime bzw. in einer Struktur unbeeinflusst voneinander entstehen kénnen. Diese erreichen
fiir sehr grofle Korrelationsldngen, [ — oo, ihre maximale Entkopplung, sodass die be-
dingten Stokes-Spektren im makroturbulenten Regime entstehen. Diese Séttigung bzw.
Konvergenz fiir kleine Korrelationslingen gegen den mikroturbulenten Fall und fiir grofie
Korrelationsldngen gegen den makroturbulenten Fall ist auch sehr gut in Abbildung 6.2
zu erkennen, wo die Aquivalenzbreiten als Funktion der Korrelationslinge fiir zwei unter-
schiedliche Streuparameter aufgetragen sind.

Insbesondere zeigt sich auch hier sehr deutlich, wie Strukturlingen [ < 10 km als ef-
fektiv mikroturbulent und Strukturen ab ca. [ > 1000 km als effektiv makroturbulent
betrachtet werden konnen. Die horizontalen Linien in 6.2 kennzeichnen hierbei die durch
die konventionelle Methode berechneten Aquivalenzbreiten des mikroturbulenten (obere
horizontale Line) bzw. des makrotubulenten Linienprofils (untere horizontale Linie). Aus
beiden Darstellungen zeigt sich aber auch sehr deutlich, dass ein grofier Bereich von Struk-
turausdehnungen existiert, 10 < [ < 1000, fiir den sowohl der mikroturbulente als auch
der makroturbulente Grenzfall keine geeignete Beschrelbung ermoglicht. Diese Ergebnisse
stehen in sehr guter qualitativer wie auch quantitativer Ubereinstimmung mit den von
Gail & Sedlmayr (1974) und Gail et al. (1974) gemachten Untersuchungen zum Einfluss
einer Mesoturbulenz auf beobachtbare Linienprofile. Es gilt weiterhin zu beachten, dass die
resultierende Profilform auch von der zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsdichtefunkti-
on abhingt. Gerade der hier entwickelte stochastische Strahlungstransport ermdéglicht die
Verwendung unterschiedlichster Wahrscheinlichkeitsdichten, was insbesondere bei der Su-
che nach moglichen Ursachen einen wesentlichen Vorteil gegeniiber der mikroturbulenten
als auch makroturbulenten Beschreibung verschafft.
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Kapitel 7

Ein mesoturbulentes magnetisches
Gebiet

In diesem Kapitel wird anhand der magnetisch sensitiven Absorptionslinie Fe I 6302 A, die
Bedeutung einer endlicher Ausdehnung von Magnetfeldstrukturen an einem einfachen Mo-
dell einer stochastischen 2-Komponenten-Atmosphire untersucht. Dabei wird besonderen
Wert auf die Netto-Zirkular-Polarisation gelegt, die sich besonders gut zur Untersuchung
der Korrelationseffekte eignet, da diese allein durch Verdnderungen entlang der Sichtlinie
beeinflufit wird. Weiterhin soll gezeigt werden, wie sich gerade fiir Mesostrukturen, Ab-
weichungen vom konventionellen Bild einer magnetisch mikro- bzw. makrostrukturierten
Atmosphére ergeben.

7.1 Modellbeschreibung

Im Gegensatz zu der herkommlichen Modellierung einer 2-Komponeneten-Atmosphire
wird nun angenommen, dass der Aufbau der Atmosphére stochastischer Natur ist, d.h.
die zwei Strukturelemente (Komponenten) der Atmosphire bilden ein beliebiges fluktu-
ierendes Ensemble. Das 2-Komponenten-Modell besteht aus einer unmagnetischen sowie
einer magnetischen Komponente, welche sich durch das Modell einer diinnen magnetischen
Flussrohre beschreiben lassen soll. Die Annahme einer diinnen magnetischen Flussrohre er-
laubt es, einige Beziehungen zwischen den magnetischen und unmagnetischen Strukturen
unmittelbar anzugeben. Dabei gilt fiir die magnetischen Strukturen, dass die Magnet-
feldstéirke allein eine Funktion der geometrischen Hohe ist (Spruit, 1981). Weiterhin gilt,
wenn die Lingenausdehnung entlang der Flussréhrenachse viel gréfler ist als der Durchmes-
ser der Strukturen, dass das horizontale Druckgleichgewicht fiir jede geometrische Héhe 2
ausgedriickt werden kann durch

B*(2)
Punmag = Pmag + 8T (71)

Dabei sind Py pmag und Py,q4 die Gesamtgasdriicke im magnetisiertem bzw. im unmagne-
tisiertem Medium. Weiterhin ist B die Feldstéirke in der magnetischen Struktur. Fiir beide
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Komponenten gilt, dass diese sich ebenfalls im hydrostatischen Gleichgewicht befinden,
sodass der Druck P(z) in der geometrischen Hohe z gegeben ist durch

z ﬁ(zl) dz'

P(2) = Plzg) e Jo 9 (7.2)

Hierbei sind P(zp) der als bekannt vorausgesetzte Gasdruck bei einer Referenzhéhe zg, ¢
die Gravitationsbeschleunigung, R die Gaskonstante, T'(z) die Temperatur und fi(z) das
effektive Molekulargewicht.

Da wir uns im folgenden zunichst auf kleinskalige magnetische Strukturen konzentrie-
ren wollen, wird fiir die folgende Modellrechnung die Annahme gemacht, dass beide at-
mosphérische Komponenten durch dieselbe Temperaturschichtung beschrieben werden
konnen. Dies stellt fiir kleine Strukturen eine durchaus zulissige Annahme dar, da kleins-
kalige Temperaturfluktuationen in einem solchen Regime in sehr kurzer Zeit durch strah-
lungsbedingten Wirmeaustausch ausgeglichen werden (Stix, 1989; Kneer & Trujillio Bue-
no, 1987; Spiegel, 1957). Als Temperaturschichtung nehmen wir fiir die folgenden Mo-
dellrechnungen das Temperaturmodell von Holweger & Miiller (1974) an. Die ruhigen
Strukturen erhalten zusétzlich die aus diesem Modell folgende Druckschichtung. Unter
der Annahme einer einzigen giiltigen Temperaturschichtung kann fiir die Dichte py,qy in
den magnetischen Strukturen mit der magnetischen Feldstirke B folgende Beziehung aus
(7.1) hergeleitet werden:

B2
Pmag = Punmag (1 - Pma987r> . (73)

Dabei ist punmaeg die Dichte der unmagnetisierten Strukturen. Nun kann eine beliebige
Magnetfeldstirke bei einer Referenzhohe innerhalb der magnetisierten Komponenten an-
gegeben werden. Durch die Randbedingungen (7.1) und (7.2) ergibt sich daraus dann
die weitere Schichtung der Magnetfeldstéirke, des Druckes und der Dichte der beteiligten
Strukturen. Die Erhaltung des magnetischen Flusses setzt die Magnetfeldstirke mit dem
Durchmesser der Strukturen fiir jede geometrische Hohe miteinander in Beziehung. Dies
hat im stochastischen Formalismus direkten Einfluss auf die Korrelationslinge. Aufgrund
der Tatsache, dass die Fliche proportional zum Quadrat der Strukturlinge ist und die
Aufweitung der Strukturen in dem zur Linienentstehung beitragenden Gebiet nicht zu
grof} ist, soll diese Verinderung der Korrelationslinge zunéchst vernachlissigt werden.

Die folgende Modellrechnung wird fiir die Eisenlinie Fe I 6302 A durchgefithrt. Es wird
eine Magnetfeldstirke von 1100 Gauss bei einer optischen Tiefe von 75000 = 1 (bezogen
auf die ruhigen Strukturen) angenommen. Diese optische Tiefe definiert dann im weiteren
auch die geometrische Referenzhohe zy = 0 der Atmosphére. Desweiteren soll eine Be-
obachtung unter einem heliozentrischen Winkel von 20° angenommen werden. Um einer
Beobachtung in einem magnetischen Netzwerkgebiet nahe zu kommen, sollen die unma-
gnetischen Strukturen gegeniiber den magnetisierten Strukturen eine abwiértsgerichtete
Sichtlinienkomponente der Geschwindigkeit von 1,5 km aufweisen. Es sei auch hier noch-
mals darauf hingewiesen, dass keine mikro- bzw. makroturbulenten Geschwindigkeitsfelder
spezifiziert werden, denn diese ergeben sich in dem stochastischen Formalismus allein aus
der Korrelationsldnge.

Da sich die Atmosphire nun durch ein Ensemble von Strukturen zusammensetzt die sich
ihrerseits aus 2 verschiedenen Komponenten ergeben, ist der betrachtete Zustandsraum in
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dieser Modellrechnung ebenfalls durch zwei diskrete Zustinde charakterisiert. Die beiden
atmosphirischen Komponenten bzw. Zustidnde werden in der Schreibweise aus Kapitel 3
somit als By, .., und By, bezeichnet. Die globalen und diskreten Wahrscheinlichkeiten
P(Binmag) wnd p(By,,,) der Zustéinde werden zunéichst gemeinsam auf 0.5 festgesetzt.
Beide Strukturen sind somit in der Atmosphére mit gleicher Wahrscheinlichkeit anzutref-
fen. Die Annahme eines so groflen magnetischen Fiillfaktors ist zwar oftmals nur in sehr
aktiven Plage-Gebieten vorzufinden (Bellot Rubio et al., 2000), dennoch lassen sich die
folgenden Ergebnisse auch auf Gebiete mit kleineren magnetischen Fiillfaktoren verallge-
meinern. Der Anfangswert fiir die einzelnen bedingten Stokes-Vektoren wird geméaf der

Beziehung (5.13) festgelegt.

7.2 Ergebnisse

Die mit Hilfe der Modellannahmen und auf der Basis des numerischen Verfahrens aus
Kapitel 5 berechneten Stokes-I- und Stokes-V-Profile sind in den folgenden Abbildungen
7.1 bis 7.5 fiir die Korrelationsldngen [ = 1000 km, / = 500 km, [ = 100 km, [ = 50 km
und [ = 10 km abgebildet. Auch hier sei nochmals darauf hingewiesen, dass, obwohl eine
Korrelationsldnge von 1000 km weitaus gréfler ist als der Entstehungsbereich der Spek-
trallinie (200 km - 300 km), die mittlere Ausdehnung der Strukturen in einer statistischen
Weise in die stochastische Transportgleichung eingehen. Die stochastische Transportglei-
chung fiir den beobachtbaren Erwartungswert des Stokes-Vektors beriicksichtgt dabei jede
mogliche Kombination der Anordnungen der atmosphérischen Strukturen innerhalb der
Atmosphire.

Deutlich zeigt sich hier der Einfluss der Korrelationsldnge auf die Stokes-Profile, dabei sind
diese fiir die Stokes-V-Profile sehr ausgerprigt. Bei einer Korrelationsldnge von [ = 1000
km erscheint das Stokes-V-Profil weitgehend symmetrisch und unterscheidet sich kaum
(siehe unten) von einem unter makroturbulenten Bedingungen entstehenden Stokes-Profil.
Fiir weiter abnehmende Korrelationslidngen wird jedoch das Stokes-V-Profil mehr und
mehr asymmetrisch. Dies duflert sich auch in den Werten der Netto-Zirkular-Polarisation
(NCP) sowie deren Verlauf mit der Korrelationslange /, sieche auch Abbildung 7.7.

Die Ursache dieses Verhaltens l&8t sich leicht anhand der stochastischen Grundgleichung
des polarisierten Strahlungstransports (3.70) verstehen. Wahrend fiir sehr grofie Korrelati-
onslingen die beiden statistischen Komponenten kaum miteinander wechselwirken, kénnen
die jeweiligen bedingten Stokes-Profile Y,q4(s) und Yynmag(s) weitgehend unbeeinflusst
voneinander entstehen, d.h. Photonen bleiben lange Zeit in einem atmosphérischen Regime
mit nur sehr seltenen Ubergéingen in andere Strukten. Die somit fast im makroturbulenten
Grenzfall entstehenden bedingten Stokes-Profile werden dann erst durch die Erwartungs-
wertbildung (3.78) miteinander gekoppelt und erzeugen so das observable Stokes-Profil.
Wie in Abschnitt 4.2 bereits gezeigt wurde, gilt fiir den Grenzfall | — oo die Aquivalenz
der stochastischen Transportgleichung mit dem makroturbulenten Fall. Effektiv tritt dieser
Ubergang jedoch weitaus frither ein, sodass das Stokes-Profil bei einer Strukturlinge von
1000 km schon weitgehend dem makroturbulenten Fall entspricht, siehe auch Abbildung
7.7. Mit abnehmender Korrelationslinge hingegen gewinnen nun die beiden statistischen
Terme in Gleichung (3.70) an Bedeutung, sodass die bedingten Stokes-Profile sich mehr
und mehr wihrend des Entstehungsprozesses gegenseitig beeinflussen. Im Stokes-V-Profil
zeigt sich dies dadurch, dass die rotverschobene o-Komponente des Stokes-V-Profils mit
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abnehmender Korrelationsldnge kleiner und deformierter wird. Hier zeigt sich der immer
grofer werdende Einfluss des Absorptionsverhaltens aus den unmagnetischen Struktu-
ren. Da fiir diese Strukturen eine abwirts gerichtete Geschwindigkeitskomponente entlang
der Sichtlinie angenommen wurde, ist die dadurch ebenfalls rotverschobene Absorption
der Eisenlinie in der Lage, die in den magnetischen Strukturen entstehenden roten o-
Komponenten des Stokes-V-Profils mehr und mehr bei deren Entwicklung zu beeinflussen.
Dabei wird den roten o-Komponenten ein grofler Teil der verfiigbaren Intensitét, durch
die Absorption in den unmagnetischen Strukturen, entzogen. In gleicher Weise triagt die-
ser Prozess jedoch auch zu einem Anwachsen der ungestérten blauen o-Komponente fiir
kleine Korrelationsldngen bei.

Die durch einen Ubergang von einem in ein anderes Regime auftretende Asymmetrie in
Form der Netto-Zirkular-Polarisation wurde bereits in ihren Grundziigen in Abschnitt 4.3.3
besprochen. Da im Falle einer schnell fluktuierenden (stochastischen) Atmosphére ver-
mehrt Ubergiinge auftreten, akkumuliert sich dieser Effekt (siche auch Gleichung (4.41)),
sodass es zu einer verstirkten Ausbildung asymmetrischer Profile in Abhingigkeit von
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Abb. 7.1: Darstellung der Stokes-I- und Stokes-V-Profile fiir eine Korrelationslange I = 1000 km.
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Abb. 7.2: Darstellung der Stokes-I- und Stokes-V-Profile fiir eine Korrelationsldnge I = 500 km.
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Abb. 7.3: Darstellung der Stokes-I- und Stokes-V-Profile fiir eine Korrelationslange { = 100 km.
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Abb. 7.4: Darstellung der Stokes-I- und Stokes-V-Profile fiir eine Korrelationslange { = 50 km.
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Abb. 7.5: Darstellung der Stokes-I- und Stokes-V-Profile fiir eine Korrelationslinge I = 10 km.
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der Korrelationslinge kommt. Dieser Effekt erreicht sein Maximum beim Erreichen einer
mikroturbulenten Struktur.

Der Ubergang des stochastischen mesostrukturierten Ansatzes (MESMA) fiir eine Korre-
lationslange mit [ — 0 zum mikrostrukturierten Ansatz (MISMA) von Sanchez Almeida
et al. (1996) wurde theoretisch bereits in Abschnitt 4.2 untersucht, hier soll nochmals
kurz dargestellt werden, dass ein solcher Ubergang zwischen mikrostrukturiertem und me-
sostrukturiertem Fall numerisch bereits bei einer endlichen Korrelationslinge stattfindet.
Dazu werden zum einen, aufbauend auf den Modellparametern der oben beschriebenen
Atmosphire, die Mittelwerte aus den beteiligten Absorptionsmatrizen und der Quellvek-
toren gebildet, um entsprechend den Gleichungen aus dem Abschnitt 4.2 eine magnetisch
mikrostrukturierte Atmosphére gemifi des MISMA-Modells von Sanchez Almeida et al.
(1996) zu simulieren. Zum anderen wird auf der Basis des stochastischen Strahlungstrans-
ports eine mesostrukturierte Atmosphére mit einer Korrelationslinge von 10 km simuliert.
In der Abbildung 7.6 sind die Stokes-I- und Stokes-V-Profile fiir beide Berechnungsarten
dargestellt. Es zeigt sich, dass der hier entwickelte MESMA-Ansatz fiir einer Korrelati-
onslidnge von etwa 10 km das Verhalten einer magnetisch mikrostrukturierten Atmosphére
erreicht, sodass zwischen den beiden Stokes-V-Profilen kaum Unterschiede erkennbar sind.
Man beachtet jedoch, dass schon fiir kleine Verdnderungen hin zu grofileren Korrelati-
onslingen eine nicht unerhebliche Abweichung vom mikrostrukturierten Fall auftritt (siehe
auch Darstellungen und Erlduterungen weiter unten).

Stokes | - MESMA (I =10 km) - MISMA Stokes V - MESMA (=10 km) - MISMA
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Abb. 7.6: Darstellung der Stokes I und Stokes V Profile, berechnet unter dem stochastischen mesostruk-
turierten Ansatz mit einer Korrelationslinge 1 = 10 km (durchgezogene Linie) und unter dem mikrostruk-
turierten Grenzfall, MISMA (gepunktete Linie).

Eine weitere Eigenschaft die in den Abbildungen 7.1 bis 7.5 auffillt ist das Verhalten des
Stokes-I-Profils mit Anderung der Korrelationslinge. Hier zeigt sich bei sehr grofen Kor-
relationslingen eine Verformung der Profile, welche sich mit der Abnahme der Korrelati-
onslidnge abschwiicht. Dies liegt zum einen an der Wahl der atmosphérischen Parameter fiir
die beiden Komponententypen der Atmosphire, zum anderen an der stetig zunehmenden
Beeinflussung und Durchmischung der beiden bedingten Stokes-Profile mit abnehmender
Korrelationslinge. Wie auch aus Abbildung 7.8 fiir die statistische Streuwahrscheinlichkeit
deutlich wird, erreichen mit abnehmender Korrelationslinge zunfichst die Linienzentren
und spéter bei weiterer Abnahme der Korrelationslinge auch die Linienfliigel der Profile,
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ein mikroturbulentes Verhalten. Durch die Vorgabe einer diskreten Wahrscheinlichkeits-

funktion mit p(B;,,,,.,) und p(By,,,) ergibt sich so ein augenscheinlich, homogeneres

Profil fiir kleinere Korrelationsldngen.

Fel 6302 — NCP Variation mit |
12 T T T

NCP [mA]

1 10 100 1000 10000

Korrelationslange | [km]

Abb. 7.7: Abhingigkeit der Netto-Zirkular-Polarisation (NCP) von der Korrelationslinge [. Die obere
horizontale Line gibt die NCP an, wie sie sich aus der Berechnung fiir den mikrostrukturierten Grenzfall
ergibt, wihrend die untere horizontale Line die NCP des makrostrukturierten Grenzfalles darstellt.

In der Abbildungen 7.7 wird sehr gut deutlich, wie die Asymmetrie der Stokes-Profile,
ausgedriickt durch die Netto-Zirkular-Polarisation, von der Korrelationslinge abhingt.
Fiir sehr grofle Korrelationslingen geht die Netto-Zirkularpolarisation gegen Null. Ein Ef-
fekt, der durch die Ableitung im Abschnitt 4.3.3 iiber die Entstehung der Netto-Zirkular-
Polarisation verstédndlich wird. Der Einfluss der Netto-Zirkular-Polarisation ist um so aus-
geprigter, je kleiner die Korrelationldnge ist, und schwicht sich auf der anderen Seite fiir
groflere Korrelationsldngen ab. Es zeigt sich aus Abbildung 7.7 dass ab einer Korrelati-
onslidnge von ca. 10 km, die resultierende Netto-Zirkular-Polarisation dem des mikrotur-
bulenten Falles entspricht. Die obere horizontale Linie markiert dabei die Netto-Zirkular-
Polarisation, wie sie unter der Methode der magnetisch mikroturbulenten Atmosphéire
(MISMA) berechnet wurde. Es zeigt sich weiterhin der rapide Abfall der Netto-Zirkular-
Polarisation bereits fiir Strukturen mit einer Korrelationslinge oberhalb von 10 km. Die-
ses Verhalten setzt sich fort bis zu einer Korrelationslinge von ca. 1000 km, wo sich die
Verdnderung abschwécht und langsam gegen Null strebt. So kénnen Strukturen mit einer
Korrelationsldnge ab ca. 1000 km als effektiv makroturbulent angesehen werden. Die ho-
rizontale Nulllinie in Abbildung 7.7 markiert die Netto-Zirkular-Polarisation wie sie sich
aus dem makroturbulenten Grenzfall ergibt.

Um abschétzen zu kénnen, welche Relevanz die durch die Korrelationslinge beeinflusste
statistische Streuung gegeniiber dem Prozess der wahren Absoption bzw. Thermalisierung
hat, soll im folgenden die Streuwahrscheinlichkeit defniert werden. Mit Hilfe des Korrela-
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tionskoeffizienten k.o = [, des Linienabsorptionskoeffizienten x; sowie des kontinuierli-
chen Absorptionskoeffizienten x. kann die Wahrscheinlichkeit der statistischen Streuung
in Relation zur Gesamtwechselwirkungswahrscheinlichkeit durch folgende Beziehung aus-
gedriickt werden:

_ Keor (T)
Bl) = O o)t ) (74)

Die Gleichung (7.4) beschreibt so das Verhiltnis der Ubergangsereignisse (Streuung) pro
cm zur der Gesamtzahl der Wechselwirkungsereignisse pro cm (wahre Absorption und
statistische Streuung) eines Photons fiir jede optische Tiefe 7. Die Darstellung 7.8 der

statistische Streuwahrscheinlichkeit

Keor / (Kcor t Kot KI)

Abb. 7.8: Darstellung der Streuwahrscheinlichkeit fiir verschiedene Korrelationsléngen [ iiber die loga-
rithmische optische Tiefe T bei 5000 A, bezogen auf die unmagnetische Atmosphire. Im Hintergrund, mit
durchgezogener Linie ist die Beitragsfunktion fiir das Wellenldngenzentrum dargestellt.

Streuwahrscheinlichkeit in Abhéngigkeit von der optischen Tiefe 75009 erlaubt es zu er-
kennen, welche Art der Absorption in welchen atmosphérischen Schichten dominierend
ist. Dabei sind die statistischen Streuwahrscheinlichkeiten hier auf die unmagnetischen
Strukturen bezogen dargestellt. Die statistischen Streuwahrscheinlichkeiten innerhalb der
magnetischen Strukturen zeigen qualitativ dasselbe Verhalten. Zur besseren Orientierung
des relevanten Entstehungsbereiches ist im Hintergrund fiir die verwendete Spektrallinie,
die Beitragsfunktion der unmagnetischen Komponente fiir das Wellenlingenzentrum dar-
gestellt. Sehr gut ist hier zu erkennen, dass die statistische Streuung fiir Korrelationslédngen
von 10 km schon in sehr niedrigen Schichten von Bedeutung ist und wihrend des ganzen
Enstehungsprozesses der Sprektrallinie dominiert. Je grofler jedoch die Korrelationsldnge
ist, desto spéter gewinnt die statistische Streuung im Entwicklungsprozess der Linie an Be-
deutung. Fiir kleine Korrelationsldngen ist die Wahrscheinlichkeit der statistischen Streu-
ung in Bereichen mit hoher Beitragsamplitude viel grofier als die der wahren Absorption,
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d.h. ein Photon wechselt mehrmals das atmosphérische Regime, bevor es letztendlich ther-
malisiert wird. Dadurch findet eine nahezu perfekte Mischung statt, d.h. das Photon wird
'wirklich’ zufillig in einem der vielen zur Verfiigung stehenden Regime Absorbiert bzw.
kann aus einem solchen entweichen.

Man erkennt weiterhin aus Abbildung 7.8, wie schnell sich die Verldufe der statistischen
Streuwahrscheinlichkeiten verdndern. Schon fiir eine Korrelationlinge von 100 km ist die
statistische Streuung auf die oberen Enstehungsbereiche der Spekrallinie beschrankt, um
dann fiir Korrelationsldngen ab 1000 km kaum noch Einfluss auf das resultierende Stokes-
Spektrum zu haben.

NCP-Response—Funktionen
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Abb. 7.9: Netto-Zirkular-Polarisations-Response-Funktion fiir verschiedene Korrelationslangen [, aufge-
tragen iiber der geometrischen Héhe z, wobei der Nullpunkt z = 0 innerhalb der unmagnetischen Kompo-
nente bei log(Ts000) = 0 festgelegt wurde.

Die Darstellungen in 7.7 und 7.8 machen nicht nur deutlich wie schnell sich die Form der
Stokes-Profile und die Linienparameter mit zunehmender Korrelationslinge verdndern,
sondern auch, wie schnell die Annahme der mikrostrukturierten magnetischen Atmosphéire
(MISMA) sich als unangemessene Beschreibung des Strahlungstransports erweist, sobald
Korrelationsldngen iiber 10 km erreicht werden.

Die rapide Veriinderung sowie die Auswirkungen auf die Stokes-Profile beim Ubergangs
von einer mikrostrukturierten in eine mesostrukturierte Atmsophére werden auch anhand
der Abbildung 7.9 deutlich. Hier ist die Netto-Zirkular-Polarisations-Response-Funktion
beziiglich der Korrelationslinge dargestellt, also die Funktion, die die Verdnderung der
Netto-Zirkular-Polarisation, bedingt durch die Reaktion des Stokes-V-Profils iiber den
gesamten Wellenldngenbereich, aufgrund einer gleichmissigen kleinen Verdnderung der
Korrelationsldnge in allen Hohenbereichen beschreibt. Diese Response-Funktionen wur-
den geméf der in Abschnitt 4.4 hergeleiteten Gleichungen und der Definition der Netto-



76 KAPITEL 7. EIN MESOTURBULENTES MAGNETISCHES GEBIET

Zirkular-Polarisation (4.22) berechnet. Die Berechnungen erfolgten unter den oben be-
schriebenen atmosphirischen Bedingungen. Zunéchst zeigt sich in der Abbildung, dass
alle Response-Funktionen negativ sind, dies entspricht der Berechnung fiir eine positive
Verdnderung bzw. der Ableitung der erweiterten Absoprptionsmatrix (3.75) und des er-
weiterten Emissionsvektors (3.76) nach der Korrelationslinge [. Die Response-Funktionen
zeigen also richtig an, dass bei einer Zunahme der Korrelationslidnge, die resultierende
Verdnderung der Netto-Zirkular-Polarisation negativ ist. Es zeigt sich weiterhin, dass
die Response-Funktionen fiir ein quasi-mikrostrukturiertes Regime mit einer Korrelati-
onsliange von 10 oder weniger Kilometer die grofite betragsmifiige Empfindlichkeit (Re-
sponse) gegeniiber einer Verinderung der Korrelationslinge | aufweisen. Die maximalen
Amplituden der Response-Funktionen nehmen schnell mit steigender Korrelationslédnge ab.
So zeigt sich auch hier, dass gerade bei einer kleinskaligen Strukturierung der Atmosphére
die resultierenden Stokes-Profile sehr empfindlich auf eine Verédnderung der Strukturldnge
reagieren. Ein weiterer interessanter Aspekt in Abbildung 7.9 ist die Tatsache, dass die
Amplituden der Response-Funktionen mit abnehmender Korrelationslénge in tiefere geo-
metrische Schichten wandern. Dies findet seine Erklidrung durch einem Blick auf Abbildung
7.8, denn hier sehen wir, wie auch in sehr tiefen, zur Linie beitragenden Schichten, eine
relativ hohe statistische Streuwahrscheinlichkeit besteht. Das bedeutet, dass mit abneh-
mender Korrelationsldnge die tieferen Schichten des Linenentstehungsgebietes immer mehr
von einer statistischen Durchmischung betroffen sind. So wirkt sich diese Verdnderung ins-
besondere auf die Linenfliigel aus, welche bei den vorgegebenen Modellparametern einen
besonders groflen Beitrag zur Verdnderung der Netto-Zirkular-Polarisation liefern.

Es erweist sich somit auch hier, dass eine endliche Ausdehnung der atmosphérischen Struk-
turen, einen nicht zuvernachlédssigenden Einflul auf den Prozess der Linienentstehung
hat. Insbesondere bei der Bildung von asymmetrischen Profilen und der Netto-Zirkular-
Polarisation, zeigen schon relativ kleine Verdnderungen der Korrelationslinge auch unter-
halb der mittleren freien Weglinge von Photonen (ca. 50-100 km bei 75900 = 1), einen deut-
lichen Effekt in den entstehenden Stokes-Profilen. Dies macht auch hier deutlich, dass die
Annahme einer magnetisch mikrostrukturierten Atmosphére, wie in dem MISMA-Modell
von Sanchez Almeida et al. (1996) vorgeschlagen, nur einen relativ kleinen Anwendungs-
bereich besitzt und dass das hier entwickelte allgemeinere mesostrukturierte (MESMA)
Modell eine angemessenere Beschreibung der atmosphérischen Strukturen und des Strah-
lungstransports erlaubt. Es sei noch darauf hingewiesen, dass wie beim MISMA-Modell
auch innerhalb des stochastischen mesostrukturierten Ansatzes jede beliebige Asymmetrie
der Stokes-Profile erzeugt werden kann. Dies wird insbesondere nach dem in Abschnitt 4.2
gezeigten Grenzbetrachtungen deutlich, wonach das MISMA-Modell nur einen Spezialfall
des hier entwickelten MESMA-Modells darstellt.



Kapitel 8

Zur Struktur der Penumbra

In diesem Abschnitt soll an einem einfachen stochastischen Modell einer penumbralen
Struktur gezeigt werden, wie messbare Eigenschaften von den zugrundeliegenden Korre-
lationseigenschaften abhingen. Es wird also untersucht, wie mikroskopische Ursachen zu
einem makroskopisch messbaren Effekt fithren konnen.

Beobachtungen von Sonnenflecken in sichtbaren Wellenlingenbereichen zeigen eine hoch-
gradige Strukturierung der Penumbra. Dabei ist nicht nur die Intensititsfluktuation in
Form radial verlaufender filamentartiger Strukturen auffillig, auch der von Evershed 1909
beschriebene und nach ihm benannte Evershed-Effekt, der die Wellenlingenverschiebung
aufgrund eines weitgehend horizontal nach aussen gerichteten Materiestroms beschreibt,
ist ein bei allen Sonnenflecken mit ausgebildeter Penumbra immer wieder deutlich mess-
barer Effekt. Zahlreiche Untersuchungen, die sich mit den vielen beobachtbaren Eigen-
schaften wie der Fluktuation der Intensitit, des Magnetfeldes, der Geschwindigkeiten,
sowie deren Korrelationen untereinander beschiftigten, konnten bereits eine Vielzahl von
Informationen zutage férdern, doch immer noch ist ein theoretisches Modell, das allen
beobachtbaren Eigenschaften Rechnung trigt, nicht verfiigbar. Doch gibt es mittlerweile
vielversprechende Ansiitze wie z.B. das Siphon-Flow-Modell von Meyer & Schmidt (1968)
oder das Moving-Tube-Modell von Schlichenmaier et al. (1998).

Bereits in den sechziger Jahren wurde aufgrund der Asymmetrie von Spektrallinien dar-
auf geschlossen, dass kleinskalige, diinne Flusskanéle fiir diese gemessenen Asymmetrien
verantwortlich sind (Maltby, 1964). In den letzten Jahren konnte sich, gestiizt auf dem
Siphon-Flow- bzw. dem Moving-Tube-Modells als auch aufgrund von Beobachtungen (Tit-
le et al., 1993; Rimmele, 1995; Schmidt & Schlichenmaier, 2000; Miiller et al. 2002) die
Modellvorstellung, dass kleinskalige, weitgehend horizontale flussréhrenartige Kanéle den
Hauptbeitrag zum beobachtbaren Evershed-Effekt liefern, mehr und mehr durchsetzen.

Ein Schliissel fiir das weitere physikalische Verstindnis der Penumbra ist es, eine genaue-
re Kenntniss der Feinstruktur zu erlangen. Da auch die theoretischen Modelle keine ge-
naue Angabe iiber die Grofise der penumbralen Filamente erlauben, diese aber wesentlich
fiir dessen Struktur und Dynamik sind (Schlichenmaier, 2002) kénnen diese Parameter
zunéchst nur durch indirekte Methoden abgeschitzt werden. Aus hochaufgelosten Speckle-
Rekonstruierten breitbandigen Filtergrammaufnahmen konnte Siitterlin (2001) die struk-
turelle Grosse der Filamente auf ca. 250 km abschitzen. Es gibt hingegen auch Abschitzun-
gen von Sanchez Almeida (1998), basierend auf den indirekt ermittelten vertikalen Gradi-

7
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enten der Magnetfeldinklination, die Anlass geben, eine Strukturierung von nur wenigen
Kilometer Ausdehnung anzunehmen.

8.1 Mitte-Rand-Variation der NCP

Aufbauend auf dem von Solanki & Montavon (1993) vorgeschlagenden Uncombed-Penumbral-
Modell, welches in letzterer Zeit hiufig als Grundlage fiir die Beschreibung verschiedener
flussrohrenartiger Modelle verwendet wurde (Martinez Pillet, 2000; Miiller et al., 2002),
soll hier nun ein stochastisch fluktuierendes Modell einer Penumbra untersucht werden.
Anhand dieses Modells soll ermittelt werden, wie sich die aus den Stokes-V-Profilen er-
gebende Netto-Zirkular-Polarisation in Abhéngigkeit von der Position eines Sonnenflecks
auf der Sonne dndert (Mitte-Rand-Variation). Motivation dabei ist, dass sich bei der Va-
riation des Sichtwinkels, die Orientierung des Magnetfeldes relativ zum Beobachter und
die Projektion der Stromungsgeschwindigkeit auf die Sichtlinie &ndert und so die Netto-
Zirkular-Polarisation in charakteristischer Weise vom heliozentrischen Winkel 8 und den
strukturellen Ausdehnungen der Stromungskanile abhingt.

Der hier benutzte Ansatz zur Modellierung des penumbralen Magnetfeldes von Solanki
& Montavon (1993) besteht im wesentlichen aus 2 magnetischen Komponenten. Dabei
wird von einer gegen den lokalen Normalenvektor leicht geneigten magnetischen Hin-
tergrundkomponente sowie einer darin eingebetteten Flussrohrenkomponente, die gegen
den lokalen Normalenvektor fast horizontal ausgerichtet ist, ausgegangen. Die Neigung
der Flussrohrenkomponente wird dabei immer gréfier als die der Hintergrundkomponen-
te angenommen. In der rdumlichen Vorstellung windet sich das Hintergrundfeld um die
Flussrohren herum (Flusserhaltung). Dieses Modell soll nun derart verallgemeinert werden,
dass im folgenden eine beliebige Fluktuation der beiden Komponenten zugelassen wird.
In dem stochastischen Formalismus dieser Arbeit bedeutet dies nun, dass die Atmosphére
aus zwei fluktuierenden Komponenten besteht, mit festzulegenden Wahrscheinlichkeits-
werten und Korrelationslingen. Man beachte hierbei den Unterschied zur Modellierung
von Solanki & Montavon (1993), Martinez Pillet (2000) oder Miiller et al. (2002), die
eine quasi-statische Anordung wéhlen, bei der die Flussréhrenkomponente in einer fes-
ten geometrische Hohe in der Atmosphére angesiedelt ist und einen fest vorgegebenen
Durchmesser besitzt.

Bei der Bestimmung der atmosphérischen Modellparameter fiir die Hintergrundkompo-
nente wihlen wir dhnlich wie Martinez Pillet (2000) fiir die Magnetfeldstirke die folgende
funktionale Beziehung mit der optischen Dichte: B = 1300 + 50 log7sp00- Die Inklination
gegeniiber dem lokalen Normalenvektor wird auf 55° festgelegt. Das Temperaturmodell
der Hintergrundkomponente soll durch das semi-empirische Penumbramodell von Ding &
Fang (1989) gegeben sein. Motiviert durch das Modell von Schlichenmaier et al. (1998)
nehmen wir fiir die Hintergundstrukturen eine verschwindende Geschwindigkeit an.

Fiir die Flussrohrenkomponente nehmen wir &hnlich dem vereinfachten Modell von Miiller
(2001) an, dass diese isotherm mit der Hintergrundkomponente ist, also dasselbe Tempera-
turmodell wie die Hintergrundkomponente besitzt. Die Flussstrukturen besitzen ebenfalls
die gleiche Schichtung der Magnetfeldstirke wie die Hintergundstrukturen. Die Neigung
gegen den lokalen Normalenvektor betréigt fiir die Flussstrukturen 90°. Beide Strukturen
stehen so miteinander im Temperatur- und Druckgleichgewicht.
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Gemifi dem Modell von Schlichemmaier et al. (1998) gehen wir davon aus, dass der
Hauptbeitrag zur Evershed-Stromung durch die magnetischen Flusskanile erzeugt wird.
Martinez Pillet (2000) benutzt einen auf spektroskopischen Messungen beruhenden Ge-
schwindigkeitsbetrag von 2 km/s in den Flussréhren (Martinez Pillet, 1997), wohingegen
Schlichenmaier et al. (2001) und Miiller et al. (2002) aufgrund von Simulationsrechnun-
gen auf der Basis des Moving-Tube-Modells, Geschwindigkeitsbetréige bis zu 12 km/s be-
nutzen. Hier sollen nun neuere Ergebnisse von Bellot Rubio et al. (2003) einflieflen, die
durch Inversion von spektropolarimetrischen Daten auf der Basis eines 2-Komponenten-
Modells gewonnen wurden. Diese ergaben fiir die geneigte Struktur, die den Hauptbeitrag
zur Evershed-Stromung trégt, einen Geschwindigkeitsbetrag von bis zu 6.5 km/s. Darauf
aufbauend nehmen wir in unserem Modell eine maximale Sichtliniengeschwindigkeit von
v = 6 km/s fiir die Flussrohrenstrukturen an. Geméfl der Ergebnisse von Martinez Pil-
let (2000), der einen gleichgewichteten Fiillfaktor fiir beide Komponenten angibt, setzen
wir hier eine Wahrscheinlichkeitsdichte bzw. einen Wahrscheinlichkeitswert von 0.5 fiir
beide Komponenten in einer Héhe von 7 = 1 an, wobei die optische Tiefe 7 in diesem
Kapitel sich immer auf die Kontinuumswellenlinge bei 5000 A bezieht. Um dem nachlas-
senden Einfluf} der Flussrohrenkomponente mit ansteigender Hohe Rechnung zu tragen
(Schlichenmaier, 2002) wird fiir die folgenden Modellrechnungen der Wahrscheinlichwert
als abhéngig von der optischen Tiefe 7 angesehen. Die funktionale Beziehung des Wahr-
scheinlichkeitswertes py fiir die Hintergrundkomponente in dem Intervall log(7) = [-5;0]
gehorcht dabei der Beziehung py = 0.5 - 0.1-log(7). Entsprechend ist der Wahrscheinlich-
keitswert pr der Flussrohrenkomponente durch pp = 0.5 + 0.1-log(7) gegeben. Aufgrund
der rasch zunehmenden optischen Tiefe verbleiben die Wahrscheinlichkeitswerte beider
Komponenten unterhalb von 7 = 1 bei 0.5. Mit diesem Modell, das beziiglich der atmo-
sphéirischen Parametern eine Kombination aus den Modellparametern von Martinez Pillet
(2000) und Miiller et al.(2002) darstellt, werden nun die Modellrechnungen fiir die Mitte-
Rand-Variation der Netto-Zirkular-Polarisation unter den Bedingungen einer stochastisch
organisierten Atmosphére durchgefiihrt.

Da sich die Korrelationslinge mit der Variation des heliozentrischen Winkels verdndert
und so der Bezug zur geometrischen Ausdehnung der Flussstrukturen verloren geht, be-
ziehen sich die Angaben der Korrelationslinge im folgenden immer auf einen Einfall der
Sichtlinie entlang des lokalen Normalenvektors. So bleibt, aufgrund der Ausrichtung der
Flusstrukturen in unserem Modell, der Bezug auf die geometrische Ausdehnung erhalten.

8.2 Interpretation der Mitte-Rand-Variation

In den Abbildungen 8.1 und 8.2 sind zunichst die charakteristischen Kurvenverldufe der
Netto-Zirkular-Polarisation in Abhingigkeit von dem heliozentrischen Winkel fiir verschie-
dene Korrelationslingen zu sehen. Der Verlauf jeder einzelnen Kurve mit dem heliozen-
trischen Winkel hiingt mafgeblich von der Projektion der Strémungskanile auf die Sicht-
linie ab. Wir wollen uns hier jedoch in erster Linie der Variation der Kurvenverldufe mit
der Korrelationslange bzw. der mittleren Ausdehnung der Flussstrukturen (siehe Schluss-
bemerkung letzter Abschnitt) widmen. Anhand der Abbildungen 8.1 und 8.2 148t sich
deutlich der Effekt der zunehmenden Korrelationslinge [ auf die beobachtbare Mitte-
Rand-Variation der Netto-Zirkular-Polarisation erkennen. Bereits fiir eine mittlere Struk-
turausdehnung von 100 km ergibt sich eine drastische Reduzierung der Netto-Zirkular-
Polarisation. Schon bei einer Korrelationslinge von 300 km betrigt die resultierende
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Abb. 8.2: Mitte-Rand-Variation der Netto-Zirkular-Polarisation in Abhangigkeit vom Kosinus des helio-
zentrischen Winkels 6 fiir verschiedene Korrelationsléngen [ bei Beobachtung der randseitigen Penumbra.
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Netto-Zirkular-Polarisation nur noch knapp ein Fiinftel derjenigen, die aus einer Korrela-
tionsldnge von 10 km resultiert. Der dabei zurgundeliegende Mechanismus der Entstehung
einer Netto-Zirkular-Polarisation durch eine differentielle Geschwindigkeit der atmosphéri-
schen Strukturen wurde bereits in Abschnitt 4.3.3 besprochen und soll hier nochmals fiir
das gewéihlte Penumbra-Modell eingehender beleuchtet werden. Die Erklirung fiir das
Verhalten der Netto-Zirkular-Polarisation bei unterschiedlichen Korrelationslingen 148t
sich mit Hilfe der aus Abschnitt 4.3.3 hergeleiteten Beziehung (4.41) deutlich machen. In
etwas modifizierter Form lautete diese Beziehung fiir die Entwicklung der Netto-Zirkular-
Polarisation entlang einer kleinen Wegstrecke As
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Hierbei ist p; der Wahrscheinlichkeitswert der i-ten Komponente. Benutzen wir nun die in
unseren Modellrechnungen gemachten Annahmen, dass die beiden penumbralen Kompo-
nenten jeweils den gleichen Temperatur- und Druckschichtungen gehorchen und dass die
Magnetfeldstirke in beiden Komponenten gleich ist, so folgt, dass entlang der Sichtlinie,
neben der Geschwindigkeit nur noch eine Variation im Inklinationswinkel des Magnetfel-
des auftritt. Damit kann unter der Beriicksichtigung, dass bei einem statistischen Uber-
gang von Komponente ¢ in die gleiche Komponente i keine Netto-Zirkular-Polarisation
entstehen kann (siehe Gleichung (4.43) in Abschnitt 4.3.3), die Beziehung (8.1) fiir das 2-
Komponenten Modell vereinfacht werden, wodurch sich fiir die Netto-Zirkular-Polarisation
des bedingten Stokes-Vektors folgende Beziehung ergibt:
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Um die Integrale in (8.2) zu berechnen, benutzen wir die analytischen Losungen aus Ab-
schnitt 4.3.3, Gleichung (4.42). Fiir die resultierenden bedingten Stokes-Vektoren der Hin-
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tergrundkomponente Y} folgt dann
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und fiir den bedingten Stokes-Vektor der Flussrohrenkomponente YPY die entsprechende
Beziehung
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Dieser Ausdruck stellt ein Verallgemeinerung des von Landolfi & Landi Degl'Innocenti
(1996) hergeleiteten Delta-Theta-Effekt fiir den Fall einer stochastisch organisierten At-
mosphére dar. In der vorliegenden Schreibweise, in der der Inklinationswinkel des Ma-
gnetfeldes zur Sichtlinie mit v bezeichnet wird, soll dieser Effekt als Delta-Gamma-Effekt
bezeichnet werden. Abgesehen von dem bereits in der Herleitung in Abschnitt 4.3.3 ver-
nachlissigten Linienabsorptionskoeffizienten bestimmen die beiden Ausdriicke (8.3) und
(8.4) die Stiarke der Netto-Zirkular-Polarisation fiir gegebene Geschwindigkeiten und Ma-
gnetfeldvektoren. Anhand dieser Ausdriicke wird klar, dass die charakteristischen Kurven-
verldufe in den Abbildungen 8.1 und 8.2 allein durch den Delta-Gamma-Effekt verursacht
werden, dessen Beitrige, bedingt durch die Geometrie des Modells, vom heliozentrischen
Winkel abhiingen. So ergeben sich zwei interessante Eigenschaften aus den Gleichungen
(8.3) und (8.4). Zum einen folgt aus den Symmetrieeigenschaften der Voigt-Funktion H
und der resultierenden Netto-Zirkular-Polarisation, die sich gemif

NCP(V) = NCP(Y}Y)pu + NCP(YY) pr (8.5)

zusammensetzt, dass die Netto-Zirkular-Polarisation fiir den Delta-Gamma-Effekt eine
akkumulierende Grofie ist, d.h. in beiden atmosphérischen Komponenten wird sie mit
gleichem Vorzeichen gefiihrt. In dem einfachen nicht statistischen Fall bedeutet dies, dass
sowohl bei einem Ubergang vom Regime H nach F als auch umgekehrt von F und H sich
die Netto-Zirkular-Polarisationen addieren. Die andere Eigenschaft ergibt sich durch die
statistische Kopplung der beiden Strukturen. Dies fithrt dazu, dass in Abhingigkeit von der
Fluktuationsrate, welche bestimmt wird durch den Faktor der Ubergangsrate I~ ' in den
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Gleichungen (8.3) und (8.4) , die Ausprigung der Netto-Zirkular-Polarisation stark von
der Korrelationslinge abhéingt. Dies erklart auch die starke Abnahme der Netto-Zirkular-
Polarisation-Kurven mit zunehmender Korrelationslinge in den Abbildungen 8.1 und 8.2.
Man beachte auch hier, dass relativ starke Verdnderungen in einem Bereich von [ < 100

NCP - Entwicklung
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Abb. 8.3: Die Entwicklung der Netto-Zirkular-Polarisation (NCP) durch die Atmosphire fiir verschiedenen
Korrelationsldangen 1.

km stattfinden, einem Bereich, in dem Strukturen oft als mikroturbulent charakterisiert
und auch beschrieben werden.

Um zu verdeutlichen, wie sich die Entstehung der Netto-Zirkular-Polarisation durch die
Atmosphire entwickelt, ist in Abbildung 8.3 fiir die hier benutzte stochastische Penumbra-
Modellatmosphére und fiir eine Beobachtung unter ;1 = 0.8, der Entstehungsprozess
des Erwartungswertes der Netto-Zirkular-Polarisation (8.5) fiir verschiedenen Korrelati-
onslingen aufgetragen. Besonders ausgeprigt ist der steile Anstieg der Netto-Zirkular-
Polarisation im Linienentstehungsgebiet fiir eine Korrelationslinge von 10 km. Schon bei
einer strukturellen Ausdehnung von 100 km ist die akkumulierte Netto-Zirkular-Polarisation
deutlich verringert und der Prozess der NCP-Entwicklung ist merklich geschwécht. Diese
Déimpfung der NCP-Entwicklung ist wiederum auf die Fluktuationsrate bzw. Ubergangs-
rate [ ! in (8.3) und (8.4) zuriickzufiihren. Somit stellt sich auch hier heraus, dass die
entstehende Netto-Zirkular-Polarisation in einer stochastisch fluktuierenden Atmosphére
stark von der Korrelationslinge bzw. der strukturellen Ausdehnung der beteiligten Kom-
ponenten beeinflusst wird.

Aufgrund der relativen Anordnung der Flussstrukturen gegeniiber dem Hintegrund sowie
der Benutzung eines isothermen Modells, besitzen die hier durchgefithrten Modellrechnun-
gen sicherlich nur eine sehr eingeschriingte Aussagefiihigkeit. Dennoch ist unter der Voraus-
setzung, dass der Delta-Gamma-Effekt den Hauptbeitrag zur Netto-Zirkular-Polarisation
bildet, deutlich geworden das mikroturbulente Strukturen die stirkste Netto-Zirkular-
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Polarisation erzeugen. Wohingegen fiir Strukturen mit einer mittleren Ausdehnung von
mehr als 300 km, die Netto-Zirkular-Polarisation drastisch reduziert ist. Da die hier ver-
wendeten Geschwindigkeitsdifferenzen zwischen den magnetischen Strukturen mit 6 km/s
realtiv grof} sind, sodass die daraus resultierenden Netto-Zirkular-Polarisationen durch die
Uberlappung der verschiedenen o- und n-Komponenten der magnetischen Strukturen be-
reits sehr deutlich betont werden, sollten Strukturen mit einer mittleren Ausdehnung die
grosser als 300 km ist, kaum noch in der Lage sein eine deutliche Mitte-Rand-Variation
der Netto-Zirkular-Polarisation zu erzeugen.

Da es bis heute nur auferordentlich wenige Messungen der Mitte-Rand-Variation der
Netto-Zirkular-Polarisation in der Penumbra gibt (dem Autor selbst ist nur eine Veréffent-
lichung bekannt (Martinez-Pillet, 2000)), besteht unter Ausnutzung derartiger Messungen
und unter der Massgabe einer verbesserten Modellierung, die Moglichkeit, mit Hilfe des in
dieser Arbeit entwickelten stochastischen Strahlungstransports, Aussagen iiber die struk-
turellen Groflenordnungen der penumbralen Filamente zu erhalten.



Kapitel 9

Magnetfeldstrukturen in der
ruhigen Sonne

In diesem Abschnitt soll, als weitere Anwendung des stochastischen Transports polarisier-
ter Strahlung, ein einfaches Modell eines Internetzwerkgebietes der ruhigen Sonne unter-
sucht werden. Magnetfelder in Internetzwerkgebieten wurden bereits vor ca. 3 Jahrzehnten
von Livingston & Harvey (1975) beobachtet. Obwohl bis heute unser Verstindnis iiber
die Natur des Internetzwerkfeldes begrenzt ist, haben gerade jiingere Beobachtungen mit
hochauflésenden spektropolarimetrischen Methoden ein immer detaillierteres Bild iiber
die Struktur des Magnetfeldes der ruhigen Sonne geliefert (Grossmann-Doerth, Keller &
Schiissler, 1996; Sigwarth et al., 1999; Socas-Navarro & Sanchez Almeida, 2002; Hartje
& Kneer, 2002; Sanchez Almeida, Dominguez Cerdena & Kneer, 2003; Khomenko et al.,
2003). Insbesondere die aus diesen Beobachtungen gewonnene Erkenntnis, dass ein grofier
Teil des magnetischen Flusses der Sonne aus diesen scheinbar ruhigen Gebieten entstammt,
machen die Untersuchungen des Internetzwerkes zu einem der aktuellsten Forschungsge-
biete im Bereich der solaren Photosphére.

Bedingt durch die Schwierigkeiten bei der Messung des kleinskaligen Magnetfeldes in
den Internetzwerkgebieten besteht noch keine genauere Kenntnis dariiber, ob die inneren
Feldstirken der magnetischen Strukturen im Kilogauss- oder im Subkilogaussbereich lie-
gen. Die Bestimmung der Magnetfeldstéirke anhand von Spektrallinien aus den sichtbaren
Wellenldngenbereichen ergaben systematisch grofiere Feldstirken, die fast ausschliesslich
im Kilogauss-Bereich lagen (Grossmann-Doerth, Keller & Schiissler, 1996; Sigwarth, 1999;
Socas-Navarro & Sanchez Almeida, 2002; Hartje & Kneer, 2002; Sanchez Almeida, Domin-
guez Cerdena & Kneer, 2003). Messungen, die im infraroten Wellenldngenbereich durch-
gefithrt worden sind, ergaben hingegen systematisch niedrigere Subkilogauss-Felder (Lin &
Rimmele, 1999; Khomenko et al., 2003). Kiirzlich hatten Socas-Navarro & Sanchez Almei-
da (2003) ein Szenario vorgeschlagen, dass diese Diskrepanz erkliren kénnte. Dabei stiitzt
sich die Erklarung zum einen auf das unterschiedliche Aufspaltungsverhalten von magne-
tisch sensitiven Spektrallinien im sichtbaren und im infraroten Wellenldngenbereich und
zum anderen auf die Annahme einer kontinuierlichen Verteilung der Magnetfeldstéirken in
dem zur Linienentstehung beitragendem Gebiet.

In diesem Kapitel soll nun, aufbauend auf den Untersuchungen von Socas-Navarro &
Sanchez Almeida (2003), gezeigt werden, wie neben einer kontinuierlichen Verteilung der
Magnetfeldstiarken, auch die Beriicksichtigung der endliche Ausdehnung dieser Magnetfeld-
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strukturen einen nicht unerheblichen Einfluss auf die zu bestimmenden Magnetfeldstéirken
haben kénnen.

9.1 Wahrscheinlichkeitsdichte der Magnetfeldstirke

Ansatzpunkt ist hier die Beschreibung einer kontinuierlichen Verteilung der Magnetfeldstérken.
Dabei benutzen wir hier das von Socas-Navarro & Sanchez Almeida (2003) beschriebene
einfache Modell einer Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die Magnetfeldstéirke B der Form

| foexp(—=B/By) :falls B < Bz,
p(B) = { 0 : sonst. (9.1)

Der Parameter By bestimmt dabei die mittlere Feldstérke der Verteilung. Wir nehmen
fiir die folgenden Modellrechnungen fiir By einen Wert von 200 G an. Fiir die Maximal-
feldstarke Bj,qq soll ein Wert von 2000 G gelten. Nun kann der Normierungsfaktor fj
berechnet werden, fiir den sich folgende Beziehung ergibt:

fo =[Bo (1 — exp(—Bmaz/Bo))] ™" . (9.2)

Um im folgenden eine vereinfachte diskrete Approximation dieser Dichtefunktion zu er-
halten, berechnen wir die Wahrscheinlichkeiten P(B; < B < B; + AB) fiir n endliche
Intervalle der Lange AB. Aus Gleichung (9.1) folgt dann

exp(—DB;/By) — exp(—(B; + AB)/By)
1 — exp(—Binaz/Bo)

P(BZ' < B<B;+ AB) = (9.3)

Die reprisentativen Magnetfeldstirken fiir jedes Intervall ¢ sollen durch den jeweiligen Er-
wartungswert des Intervalls gegeben sein. Mit Hilfe von (9.3) 148t sich der Erwartungswert
des i-ten Intervalls leicht durch

B;+AB
<B>; = / B pi(B)dB

= fiBo [(Bi + Bo)exp(—B;/By) — (Bi + AB + By)exp(—(/Bo))] (9.4)

bestimmen. Dabei ist p;(B) die auf das i-te Intervall normierte Wahrscheinlichkeitsdichte
gemif der Form (9.1). Die Normierung wird dabei durch eine fiir jedes Intervall giiltige
Normierungsfunktion f; erreicht, die sich wie folgt ergibt

fi = [Bo (exp(=B;/ Bo) — exp(—(Bi + AB)/By))] " . (9-5)

Fiir die diskrete Approximation der Intervalle in den Modellrechnungen wird eine gleichmafi-
ge Intervalllinge von AB = 200 G gewéhlt und anschliefend mit Hilfe der Gleichungen
(9.1), (9.3) und (9.4) die entsprechenden diskreten Realisierungen der Magnetfeldvertei-
lung berechnet.
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9.2 Zur Diskrepanz der Magnetfeldbestimmung

Die Modellrechnungen werden auf der Basis des Modells der ruhigen Sonnenatmosphéire
von Holweger & Miiller (1974) durchgefiihrt, die hier fiir alle beteiligten Strukturen giiltig
sein soll. Gestiitzt auf Beobachtungsdaten soll angenommen werden, dass sich der Grofiteil
des Magnetfeldes in einem Bereich unterhalb von 200 G in einem turbulenten Zustand ge-
mischter Polaritit befindet und nicht zu einem magnetischen Nettofluss beitréigt (Sanchez
Almeida, Emonet & Cattaneo, 2002; Khomenko et al., 2003). Diesem Umstand wird in
der folgenden Modellrechnung derart Rechnung getragen, dass im Intervall 0 G - 200 G
die effektive Magnetfeldstirke des Erwartungswertes auf Null gesetzt wird, sodass dieser
Bereich als quasi-feldfrei betrachtet werden kann.

Die Ergebnisse der Modellrechnungen sollen Gegenstand einer fiktiven Messung sein, an-
hand derer eine Abschitzung fiir die Magnetfeldstirke erfolgt. Wie bei beobachteten
Stokes-Profilen aus ruhigen Gebieten der Photosphére, soll auch hier die Magnetfeldstérke
direkt aus der Aufspaltung der Infrarotlinie ermittelt werden (Khomenko et al., 2003).
Dies wird dadurch gerechtfertigt, dass sich die Infrarotlinie Fe I 15648 A bereits fiir relativ
kleine Magnetfeldstéirken in einem Starkfeldregime befindet. Fiir die im sichtbaren Wel-
lenléingenbereich liegenden Eisenlinien Fe I 6301 A und Fe I 6302 A hingegen ist dies nicht
der Fall. Diese beiden Linien befinden sich noch weitgehend im Schwachfeldregime bzw. in
einer Ubergangsphase. Wir gehen hier gemif Socas-Navarro & Sanchez Almeida (2003) vor
und benutzen eine Variante der ’Line-Ratio-Method’ bzw. der 'Linien-Verhiltnis-Methode’
von Stenflo (1973). Dabei sollen die Ergebnisse der Modellrechnungen auf der Basis eines
einfachen makroskopischen 1-Komponenten-Szenario interpretiert werden. D.h es wird an-
genommen, dass sich im Auflésungselement neben einer unmagnetischen eine homogene
magnetische Komponente befindet. Die Bezeichnung ’1-Komponenten-Szenario’ resultiert
daher, dass bei dieser Betrachtungsweise eine Sichtlinie immer vollstéindig in einer Kom-
ponente verbleibt und erst im Sinne eines 1.5-Dimensionalen Strahlungstransport zum
resultierenden Stokes-Spektrum gemittelt wird. Die Linien-Verhéltnis-Methode, die auf
der Proportionalitit zwischen dem Verhiltnis der Stokes-V-Amplituden und der Landé-
Faktoren der beteiligten Linien beruht und die differentielle Zeeman-Sittigung beim Uber-
gang vom Schwachfeldregime in ein Starkfeldregime ausnutzt, liefert eine eindeutige Be-
ziehung zwischen dem Verhéltnis der Stokes-V-Amplituden und der zugrundeliegenden
Magnetfeldstirke und dies unabhéngig vom magnetischen Fiillfaktor. Da die beiden Ei-
senlinien Fe T 6301 A und Fe I 6302 A bis auf den Landé-Faktor iihnliche Linienparameter
besitzen, konnen mit einer Kalibrierungskurve im folgenden die Magnetfeldstirken anhand
der beiden Stokes-V-Amplituden abgeschitzt werden.

Mit Hilfe der approximierten Wahrscheinlichkeitsdichte (9.1) werden nun fiir eine makro-
strukturierte Atmosphére (I = 10* km), Profile fiir die im sichtbaren liegenden Eisenlinien
Fe 16302 A und Fe I 6301 A sowie fiir die im infraroten liegenden Eisenlinie Fe I 15648
A berechnet. Dabei wurde eine Strukturliinge von 10% km gewiihlt um sicher zu gehen,
dass die atmosphérischen Strukturen auch im statistischen Sinne wirklich entkoppelt - also
makroskopisch - sind. Somit verbleibt jeder Sehstrahl wihrend des Linienentstehungspro-
zesses - auch in einem statistischen Sinne - weitgehend in nur einer beitragenden Struktur.
Dies fithrt direkt zur Faltung der resultierenden Stokes-Profile mit der Wahrscheinlich-
keitsdichte (9.1), wie auch im Falle der konventionellen Vorgehensweise bei makrosko-
pischen Strukturen (Socas-Navarro & Sanchez Almeida, 2003). Fiir die makroskopische
Atmosphére ergeben sich die in den Abbildungen 9.1 und 9.2 gezeigten Stokes-V-Profile.
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Abb. 9.1: Darstellung der aus den Modellrechnungen resultierenden Stokes-V-Profile der beiden Eisen-
linien Fe T 6302 A (links) und Fe T 6301 A (rechts) fiir eine makrostrukturierte Atmosphire mit einer
Korrelationslinge von [ = 10* km.

Entsprechend einer Interpretati-

on gemif des 1-Komponenten- Fel 15648 - Stokes V - | = 10000 km
Szenarios ergibt sich fiir das Lini- w w y ‘ : ‘ ‘
enpaar Fe I 6301 A und Fe I 6302 006 1 ]

A anhand der Kalibrierungskurve 0.04

ein Wert von 739 G fiir die Ma-

gnetfeldstirke. Dabei ist fiir diese 0.02

beiden Linien anhand des Ampli-

tudenverhiltnisses zu erkennen, > 0

dass diese nicht mehr in einem -0.02

reinen Schwachfeldregime entste-

hen, sodass aufgrund der diffe- -0.04

rentiellen Zeeman-Sittigung das ~006 | ]
Verhéltnis nicht mehr, wie in ' 1 1 ) ) ) ) )
einem reinen Schwachfeldregime, -1500 -1000 -500 O 500 1000 1500
dem der beiden g-Faktoren ent- AN [mA]

spricht (Stenflo, 1994). Die an-

hand der Aufspaltung der Infra- Abb. 9.2: Darstellung des aus den Modellrechnungen resultie-
otlinie Fe T 15648 A ermittelte renden Stokes-V-Profil der Eisenlinien Fe I 15648 A fiir eine ma-

rotimnt rml krostrukturierte Atmosphére mit einer Korrelationslinge von [

Magnetfeldstéirke liegt bei 361 G.  — 191 km.

Die Ursache, weshalb mit Hilfe

der Infrarotlinie eine niedrigere Feldstéirke ermittelt wird, liegt an dem bereits frithen Uber-
gang - verursacht durch die quadratische Abhéngigkeit der Zeeman-Aufspaltung von der
Wellenlénge - der Infrarotlinie von einem reinen Schwachfeldregime in ein Starkfeldregime.
Dadurch kann sich die Verteilung der Magnetfeldstéirken deutlicher im Aufspaltungsverhal-
ten der Infrarotlinie manifestieren wodurch sich entsprechend der Wahrscheinlichkeitsdich-
te (9.1) eine stirkere Gewichtung der schwicheren Felder ergibt. Bei den sichtbaren Linien
hingegen ist trotz einer geringeren Gewichtung der starken Magnetfelder, das Verhalten ein
anderes. Dies liegt zum einen daran, dass beide sichtbaren Linien im Vergleich zur Infrarot-
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linie erst sehr spit das Schwachfeldregime verlassen und die Stokes-V-Amplituden in der
Schwachfeldndherung proportional zum Verhéltnis der Zeeman-Aufspaltung Alp skalie-
ren. Zum anderen liegt es an dem bereits erwéihnten differentiellen Zeeman-Effekt des ver-
wendeten Linienpaars, also der bei unterschiedlichen Feldstirken beginnenden Sittigung
der Stokes-V-Amplituden. Wihrend also die schwachen Feldstéirken der Verteilung (9.1)
zu einem Anwachsen geméifl des Verhiltnisses der g-Faktoren fithren, sorgen die hoher-
en Feldstérken fiir ein differentielles Wachstum der Amplituden beider Linie. So werden
schlieBlich bei einer Untersuchung der Stokes-V-Amplitudenverhiltnisse, die Effekte der
hoheren Feldstirken deutlicher betont, als dies entsprechend ihrer Wahrscheinlichkeits-
dichte (9.1) zu erwarten wire.

Basierend auf der Annahme, dass nur ein Teil des Auflésungselementes zum entstehenden
Polarisationssignal beitrigt, soll fiir die fiktive Messung eine Abschitzung des Fiillfaktors
erfolgen. Unter der Voraussetzung, dass die thermodynamischen Verhéltnisse in den be-
teiligten Strukturen weitgehend iibereinstimmen, kann mit Hilfe der in Khomenko et al.
(2003) angegebenen Beziehung

2V
I =T =T cosn 0
der Fiillfaktor f abgeschéitzt werden. Dabei ist V4 die Stokes-V-Amplitude, I. die Inten-
sitdt des lokalen Kontinuums und Iy die Minimumsintensitéit des Stokes-I-Profils und 7y der
Inklinationswinkel des Magnetfeldes. Der hieraus erhaltene Fiillfaktor fiir die Simulation
von 0.367 entspricht sehr genau dem zugrundeliegendem Fiillfaktor aus der angenomme-
nen Wahrscheinlichkeitsdichte (9.1) mit By = 200 G und der Annahme, dass im Bereich 0
G - 200 G kein effektives Magnetfeld existiert. Benutzen wir weiterhin die von Khomenko

et al. (2003) aufgefiithrte Beziehung
<B>= fBcosv, (9.7)

um eine Abschétzung fiir die magnetische Flussdichte zu erhalten, so folgt mit (9.6) aus der
Modellrechnung eine magnetische Flussdichte von 133 G. Wie bereits von Socas-Navarro &
Sanchez Almeida (2003) beschrieben, liefert eine solche Wahrscheinlichkeitsdichte - obwohl
hier zusétzlich reduziert durch den Bereich der gemischten Polaritéiten - zunéchst eine viel
zu grofle magnetische Flussdichte, die nicht mit den aus Beobachtungen ermittelten Werten
in Einklang steht.

Nun soll im weiteren beriicksichtigt werden, dass die durch die Verteilung (9.1) charakte-
risierten atmosphérischen Strukturen auch eine endliche Ausdehnung besitzen und nicht
makroskopischen Ursprungs sind. Dazu betrachten wir zunéchst das andere Extrem einer
mikrostrukturierten Atmosphéire und reduzieren dazu die Korrelationslinge aller magne-
tischen Strukturen auf [ = 10 km. Um dem grésseren Wahrscheinlichkeitswert des quasi-
feldfreien Volumens auch entlang der Sichtlinie Rechnung zu tragen, soll die Korrelati-
onslidnge der feldfreien Strukturen auf die Groflenordnung einer Linienentstehungsregion
entlang der Sichtlinie, [ = 400 km, festgelegt werden. Man beachte also, dass wir somit
in der Lage sind, auch die Wahrscheinlichkeitsverteilung entlang der Sichtlinie mit zu
beriicksichtigen.

Die Ergebnisse dieser Modellannahmen sind in den Abbildungen 9.3 und 9.4 dargestellt.
Hier ist sehr gut zu erkennen, dass das Stokes-V-Profil und somit auch die magnetische
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Flussdichte nun stark reduziert ist. Ohne dass eine verdnderte Dichtefunktion definiert
werden musste, wie es bei Socas-Navarro & Sanchez Almeida (2003) der Fall ist, konnte
hier der resultierende Fluss allein dadurch gemindert werden, dass nun Korrelationseffekte

mit in Betracht gezogen worden s

ind.
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Abb. 9.3: Darstellung der aus den Modellrechnungen resultierenden Stokes-V-Profile der beiden Eisenli-
nien Fe T 6302 A (links) und Fe T 6301 A (rechts) fiir eine magnetisch mikrostrukturierte Atmosphire mit

einer Korrelationsldnge von [ = 10 km.
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Abb. 9.4: Darstellung des aus den Modellrechnungen resultie-
renden Stokes-V-Profil der Eisenlinien Fe I 15648 A fiir eine
magnetisch mikrostrukturierte Atmosphire mit einer Korrelati-
onslange von [ = 10 km.

zu beschreiben. Die aus diesen Stokes-Profilen ermittelte Magnetfeldstéirke, basierend auf
der fiir das 1-Komponenten-Szenario ermittelten Kalibrierungskurve, ergibt einen Wert
von 708 G. Durch die Aufspaltung der Infarotlinie wurde eine Magnetfeldstirke von 405 G
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ermittelt. So bleiben die ermittelten Feldstirken weitgehend unbeeinfluf3t von der Verédnde-
rung der Atmosphérenstruktur. Anhand der Beziehung (9.6) 148t sich mit dem Stokes-I
und Stokes-V-Profil der Infrarotlinie ein Fiillfaktor von 1,25 % abschétzen und mit der
Beziehung (9.7) eine magnetische Flussdichte von 5 G.

Fiigen wir nun eine weitere Annahme zu den Modellrechnungen hinzu. Sowohl aus Be-
obachtungen (Khomenko et al. 2003) als auch aus einfachen theoretischen Abschitzun-
gen liegt es nahe anzunehmen, dass die Magnetfeldstrukturen mit zunehmender Magnet-
feldstarke aufgrund von Auftriebskréiften (Schiissler, 1986) mehr und mehr die Tendenz
haben, sich vertikal auszurichten und somit eine kleinere Neigung gegen den lokalen Ober-
flaichennormalenvektor aufweisen. So ist im Mittel die Korrelationslénge entlang der Sicht-
linie fiir Strukturen mit starken Magnetfeldern vergrofiert. Dies soll dem geometrischen
Effekt Rechnung tragen, dass bei zentrumsnaher Beobachtung die Sichtlinie im Mittel
linger in den vertikaler ausgerichteten Magnetfeldstrukturen verbleibt, als das fiir geneig-
te und turbulentere Strukturen der Fall ist. Die Erhchung der Korrelationslinge kann
aber auch alternativ dazu auf eine generell grofiere Ausdehnug der Kilogaus-Strukturen
gegeniiber den Subkilogauss-Strukturen beruhen. Da es bei den hier vorliegenden Mo-
dellrechnungen darum geht, prinzipielle Eigenschaften einer endlichen Korrelationsldnge
in einer stochastisch organisierten Atmosphére zu untersuchen, nehmen wir hier eine ad-
hoc gewihlte Abhingigkeit der Korrelationslinge von der Feldstirke an, die weder auf
theoretische noch auf der Grundlage von Beobachtungen gewonnenen Annahmen beruht.
Die Abhéngigkeit der Korrelationslinge von der Feldstéirke soll dabei folgender Beziehung
gehorchen:

400 : falls B < 200G,
I(B) =4 10 :falls 200G < B < 1000G, (9.8)
70 :falls B > 1000G.

Die aus diesen Annahmen resultierenden Stokes-V-Profile sind in den folgenden Abbildun-
gen 9.5 und 9.6 zu sehen. Wihrend die Verdnderungen der Korrelationslinge fiir stérkere
Magnetfelder in den sichtbaren Eisenlinien Fe T 6301 A und Fe T 6302 A praktisch nur in
den Amplituden der Stokes-V-Signale zu erkennen sind, ist bei der Infrarotlinie ein deutli-
ches Ansteigen der Flanken in den Stokes-V-Profilen zu erkennen. Dieser Anstieg ist auch
deutlich bei vielen von Khomenko et al. (2003) gemessenen Stokes-V-Profilen erkennbar.
Der Anstieg in den Flanken des Stokes-V-Profils 148t sich durch die Zunahme der Korrela-
tionslénge fiir Kilogauss-Strukturen erkliren, da nun die grolere Korrelationsldnge in den
starken Magnetfeldern zu einer stirkeren Gewichtung der Kilogauss-Strukturen fithrt. Man
beachte dabei, dass die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (9.1) unverédndert bleibt. Ob-
wohl fiir die schwache Infrarotenlinie, die Korrelationseffekte, also Sichtlinieneffekte, nicht
so drastisch in Erscheinung treten sollten, wie dies bei den beiden stirkeren Linien des Li-
nienpaars der Fall ist, ist gerade bei der schwachen Infrarotlinie der Effekt am deutlichsten
ausgeprigt. Dies hat seine Ursache wiederum in dem bereits erwéhnten unterschiedlichen
Aufspaltungsverhalten von magnetisch sensitiven Spektrallinien aus dem sichtbaren und
dem infraroten Wellenldngenbereich. Da sich, wie bereits besprochen, bei der Infrarotlinie
die zugrundeliegende Magnetfeldverteilung weitgehend im Aufspaltungsverhalten wieder-
spiegelt, wird auch durch die Vergroflerung der Korrelationslidnge fiir Kilogauss-Strukturen
deren Gewichtung, auch ohne Verinderung der Wahrscheinlichkeitsdichte (9.1), erhoht. So
fiithrt also die Erhéhung des Sichtlinienfillfaktors in Form der Korrelationslinge zu einer
Anhebung der Flanken im Stokes-V-Profil der Infrarotlinie.
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Fel 6302 - Stokes V - 1=10 km : 70 km Fel 6301 - Stokes V - 1=10 km : 70 km
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Abb. 9.5: Darstellung der aus den Modellrechnungen resultierenden Stokes-V-Profile der beiden Eisenli-
nien Fe T 6302 A (links) und Fe T 6301 A (rechts) fiir eine Atmosphire mit einer Korrelationslinge von [
= 10 km fiir Subkilogauss-Strukturen und I = 70 km fiir Kilogauss-Strukturen.
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sowie die magnetische Flussdich-
te bleiben mit 1.25 % und 5 ¢ Abb. 9.6: Darstellung des aus den Modellrechnungen resultie-
' renden Stokes-V-Profils der Eisenlinie Fe I 15648 A fiir eine At-

gegentiber _dem magnet_—'ISCh . - mosphére mit denselben Eigenschaften wie in Abbildung 9.5 be-
krostrukturierten Fall identisch. gchrieben.

So bleiben durch die Verdnderung

der Korrelationslingen fiir Kilogaussfelder die aus der Infrarotlinie gewonnenen Parameter
erhalten, jedoch verdndert sich die Form des infraroten Stokes-V-Profils merklich. Gemé&f
Socas-Navarro & Sanchez Almeida (2003), die ebenfalls durch eine Verinderung ihrer Ver-
teilungsfunktion, Stokes-V-Profile mit stark angehobenen Flanken erhalten haben, ist dies
fiir die Beobachtungen von Khomenko et al. (2003) ein charakteristisches Merkmal von
infraroten Stokes-V-Profilen aus ruhigen Internetzwerkgebieten.

Zum Abschluf} soll noch gezeigt werden, wie dieses einfache stochastische Modell in der
Lage ist, auch asymmetrische Stokes-V-Profile zu erzeugen. Mit demselben Wirkungsme-



9.2. ZUR DISKREPANZ DER MAGNETFELDBESTIMMUNG 93

chanismus wie bei den Modellrechnungen aus Kapitel 7 kann durch eine differentielle Ge-
schwindigkeitsverteilung der einzelnen Strukturen eine Asymmetrie der Stokes-V-Profile
erzeugt werden.

Fel 6302 - Stokes V =1 =10 km: 70 km - v =550 m/s Fel 6301 - Stokes V =1 =10 km: 70 km - v =550 m/s
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Abb. 9.7: Darstellung der aus den Modellrechnungen resultierenden Stokes-V-Profile der beiden Eisen-
linien Fe I 6302 A (links) und Fe I 6301 A (rechts) in einer Atmosphiire mit einer Korrelationslinge von
I = 10 km fiir Subkilogauss-Strukturen und [ = 70 km fiir Kilogauss-Strukturen. Zusétzlich besitzen die
feldfreien Strukturen gegeniiber den magnetischen Strukturen eine Nettogeschwindigkeit von 550 m/s.
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dass die feldfreien Strukturen eine
Doppler-Verschiebung aufweisen,
findet eine gegeniiber den Profilen
der magnetisierten Strukturen un-
symmetrische Absoption statt, was zu einer einseitigen Reduzierung des Stokes-V-Profils
und zu einer nicht verschwindenden Netto-Zirkular-Polarisation fiithrt.

Abb. 9.8: Darstellung der aus den Modellrechnungen resultie-
renden Stokes-V-Profile der Eisenlinien Fe T 15648 A mit gleicher
Atmosphérenstruktur wie auch in Abbildung 9.7 beschrieben.

Somit zeigt sich aus den Modellrechnungen, dass das hier vorgestellte stochastische Mo-
dell mit einer kontinuierlichen Verteilung der Magnetfeldstirken qualitativ die Diskrepanz
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von Magnetfeldstirkemessungen aus Absoprptionslinien des sichtbaren und des infraro-
ten Wellenldngenbereiches gut erkléren kann. Dies steht auch im Einklang mit den Mo-
dellrechnungen von Socas-Navarro & Sanchez Almeida (2003). Weiterhin ergibt sich aus
dem hier verwendeten stochastischen Modell auch, dass mit der zusétzlichen Beriicksich-
tigung der strukturellen Ausdehnungen, ein mit den Beobachtungen auch quantitativ gut
iibereinstimmender Wert fiir den Fiillfaktor sowie fiir die magnetische Flussdichte erzielt
werden kann. Dariiber hinaus kénnen mit diesem Modell ebenfalls die von Khomenko et
al. (2003) erhaltenen Stokes-V-Profile der infraroten Eisenline Fe T 15648 A mit angeho-
benen Flanken erkliart werden. Dies 148t sich, anhand des stochastischen Modells, darauf
zuriickfithren, dass stéirkere Magnetfeldstrukturen eine groflere Korrelationslinge aufwei-
sen. Weiterhin kann durch eine differentielle Geschwindigkeit der magnetischen Struktu-
ren sowie der Beriicksichtigung von rdumlichen Korrelationseffekten in einfacher Weise die
hiufig beobachtete Asymmetrie von Stokes-Profilen in der ruhigen Sonne erklirt werden.

Die wahre Natur der ruhigen Sonne ist sicherlich weitaus komplizierter, als dass es das hier
verwendete einfache stochastische Modell wiederzugeben vermag. So wird es in Zukunft
von besonderem Interesse sein, Modellrechnungen der Magnetokonvektion (Emonet & Cat-
taneo, 2001; Vogler & Schiissler, 2003) und die daraus erhaltenen Ergebnisse, mit denen
aus der Beobachtung zu vergleichen, um so eine genauere Kenntniss iiber die magnetische
Struktur der ruhigen Sonne zu erhalten. Der in dieser Arbeit entwickelte stochastische
polarisierte Strahlungstransport bietet sich dabei besonders an, um die oftmals aus ma-
gnetokonvektiven Simulationen erhaltenen dynamischen und turbulenten atmosphérischen
Eigenschaften zu beschreiben und darauf aufbauend synthetische Stokes-Profile zu berech-
nen.



Kapitel 10

Ausblick: Inversion von
Stokes-Profilen

Abschlieflend soll hier ein kurzer Ausblick gegeben werden, wie auf der Basis des hier
erarbeiteten stochastischen Strahlungstransports fiir polarisiertes Licht aus beobachteten
Stokes-Profilen eine Riickfithrung auf die zugrundeliegenden atmosphérischen Parameter,
also eine Inversion, erreicht werden kann.

10.1 Konventionelle Inversion

Zunichst soll die Frage untersucht werden ob sich der hier beschriebene stochastische For-
malismus dazu eignet, eine konventionelle Inversion in Form einer Anpassung von beob-
achteten Stokes-Profilen an ein theoretisches Modell mit Hilfe eines Ausgleichsverfahrens
durchzufiihren. Basierend auf der genaueren Methode, die fiir das Suchverfahren im Para-
meterraum des Modells genutzt wird, werden die ersten Ableitungen bzw. zusétzlich die
zweiten Ableitungen der gesuchten Modellparameter benétigt. Aufgrund der in Kapitel 3
und 4 beschriebenen Eigenschaften ist deutlich geworden, dass die ben6tigten Ableitungen
des parametrisierten Strahlungstransportmodells wie beim konventionellen Strahlungs-
transportmodell ohne weiteres berechnet werden konnen. Es zeigte sich dariiber hinaus,
dass durch die Formulierung der formalen Losung in Abschnitt 4.1 und den Response-
Funktionen in Abschnitt 4.4 innerhalb des stochastischen Strahlungstransports eine In-
version auf der Basis von Response-Funktionen leicht zu realisieren ist. Unabhéngigkeit
von dem verwendeten Verfahren (z.B. Levenberg-Marquardt oder Newton-Verfahren o.4.)
ist der Ausgangspunkt fiir die Beschreibung des iterativen Optimierungsverfahrens oftmals
die aus der Maximum-Likelihood-L6sung resultierende Fehlerfunktion

4 n Obs Syn 2
I9%(\) — < I Xis @1y eeey Gy
x2=ZZ(’“ ) = <50 “>>) | o)

k=1i=1 i
welche den quadratischen Fehler zwischen den beobachteten Stokes-Parametern I ko bs und
den auf der Basis des theoretischen Modells synthetisch berechneten Stokes-Parametern

I ,f Y" ausdriickt. Man beachte hierbei, dass die mit der Beobachtung vergleichbare Grofie,
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also die Observable des Modells, durch den Erwartungswert gegeben wird. In obiger Glei-
chung sind \; die diskreten Wellenldngenpunkte des Stokes-Parameter [ und o; den fiir
jeden Wellenléngenpunkt aus der Beobachtung erwarteten Fehler. Um den quadratischen
Fehler zu minimieren, driicken wir zunfchst in erster Ordnung die Verdnderung der Funk-
tion x? aus,

&—ZZ

(IObs i) — <I,fyn()\;a1,...
k=11i=1

a;

2 &m) >> § < LM (Aisar, o am) > .(10.2)

Dabei ist 01 ,f Y"(N\isat, ...,an) die Verdnderung des synthetischen Stokes-Parmeter I in
erster Ordnung, der aus der Variation des Modellparameters a; resultiert. Benutzen wir
jetzt die aus dem Abschnitt 4.4 hergeleitete allgemeine Form der Verdnderung fiir den
Erwartungswert des Stokes-Vektor in erster Ordnung gemifl der Gleichung (4.55), dann
kann Gleichung (10.2) in folgender Form geschrieben werden:

W—ZZZ

k=1i=1j—1 i

IObs - < 59 (X >
( z X ( ;a1, ,am) 5Y§;()\;a1’,.,,a,m)pB;f.(lo.?))

Hierbei ist 0YE. (\; a1, ...,an,) die Verinderung des bedingten Stokes-Parameters in erster
Ordnung und PB: der diskrete Wahrscheinlichkeitswert des j-ten Atmosphérenregimes.
Die aus einer kleinen Verdnderung des /-ten atmosphérischen Parameters resultierende
Verdnderung des k-ten bedingten Stokes-Parameter 5Y§; (s) im j-ten atmosphéirischen

Regime lautet dabei wie folgt:

(5YB* Z/ R (s,8") da; ds' . (10.4)

Die Gleichung (10.3), ausgedriickt mit Hilfe der Beziehung (10.4), bildet den zentralen
Ausdruck fiir das iterative Minimierungsverfahren, mit dessen Hilfe die Berechnungen der
Gradienten und der approximierten Hesse-Matrix erfolgen kann. Besonders interessant bei
der stochastischen Modellbeschreibung ist die Moglichkeit, durch die Spezifikation der Kor-
relationslinge mit einer Inversion von beobachteten Stokes-Profilen direkt Aussagen iiber
die mittlere Ausdehnung der zugrunde liegenden magnetischen Strukturen zu erhalten.

10.2 Inversion mit kiinstlichen neuronalen Netzen

Da herkémmliche Inversionsalgorithmen durch die hohe Anzahl von freien Parametern und
die Komplexitét des Strahlungstransports oft die Tendenz haben nicht eindeutig in den
erzeugten Losungen sowie numerisch instabil beziiglich verrauschter Daten zu sein, also
schlecht gestellt im allgemeinsten Sinne (Press et al., 1992), stellt sich die Frage, ob andere
Inversionsmethoden den Prozess der Fehlerminimierung im Parameterraum unterstiitzen
koénnen. Ein vielversprechender Ansatz wurde von Carroll (2000) und Carroll & Staude
(2001a, 2001b, 2001c) vorgestellt, die eine Inversion von Stokes-Profilen mit der Hilfe von
kiinstlichen neuronalen Netzen beschreiben. Bei kiinstlichen neuronalen Netzen handelt es
sich um biologisch motivierte mathematische Modelle von Funktionennetzen (Roja, 1993).
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Diese Funktionennetze bzw. Approximationsnetze sind in der Lage, ihre inneren freien Pa-
rameter anhand eines zugrunde liegenden Datenmodells derart einzustellen, dass der in
den Daten empirisch vorhandene funktionale Zusammenhang approximiert werden kann.
Theoretisch besitzen neuronale Netzen sogar die Moglichkeit, jede funktionale Beziehungen
beliebig genau zu approximieren (Hornik et al., 1989). In der Praxis wird diese potenzielle
Fahigkeit aber durch die Unvollstindigkeit der Daten, die den funktionalen Zusammen-
hang représentieren, sowie durch den zur Anpassung des neuronalen Netzes verwendeten
Optimierungsalgorithmus beeintréichtigt. Trotzdem wird in vielen Anwendungsfillen eine
gute bis sehr gute Approximation des zugrundeliegenden Sachverhalts erreicht (Bishop,
1995). Um bei der Beschreibung weniger den biologischen Aspekt als vielmehr das ma-
thematische Modell in den Vordergrund zu stellen, 148t sich das Modell eines kiinstlichen
neuronalen Netzes vom Typ eines sogenannten Multi-Layer-Perceptron (Bishop, 1995) als
parametrisiertes Modell mit einer verdeckten Schicht wie folgt beschreiben:

M L
yr(x; w) = gy (Z w;(é)gj <Z wj(i)ﬁﬁz)) : (10.5)
=0 i=0

Hierbei ist yi () der Wert des k-ten Elements des Ausgabevektors bzw. der Ausgabeschicht
der Netzfunktion bei Vorgabe des Eingabevektors x. Die adaptiven Netwerkparameter,
auch Netwerkgewichte genannt, sind mit wy; gekennzeichnet. Die Indizes der Netzwerk-
gewichte kennzeichnen dabei die gerichtete Kante zwischen der Schicht &£ und Schicht j.
Die in der Literatur oft benutzte Beschreibung neuronaler Netze als gerichtete Graphen
ist dabei dquivalent zu der Formulierung (10.5). Mit g; sind in 10.5 die sogenannten Akti-
vierungsfunktionen gekennzeichnet. In dieser ersten Anwendung wird die hiufig benutzte
Aktivierungsfunktion in Form einer Sigmoid-Funktion verwendet, die wie folgt definiert
ist:

1

M) = ey

(10.6)

Der sogenannte Lernprozess oder das Training, bei dem anhand der Gegeniiberstellung von
Eingangsdatenvektor 2’ und Zieldatenvektor ¢* aus einer Datenbasis der zugrundeliegende
funktionale Zusammenhang erlernt wird, wird mittels einer Anpassung des parametrisier-
ten Modells (10.5) erreicht. Auch hier wird die Anpassung durch die Minimierung des
quadratischen Fehlers zwischen den Ausgabevektoren y der Netzwerkfunktion und den
Zieldatenvektoren t' der Datenbasis erzielt,

N ¢
D=2 33 (mlsw) — 1) (10.7)

n=1k=1

Carroll & Staude (2001a) beschreiben, wie ein Multi-Layer-Perceptron dazu genutzt wer-
den kann, anhand einer synthetischen Datenbasis von Stokes-Vekotren den inversen funk-
tionalen Zusammenhang zwischen den Stokes-Vekoren und den zugrunde liegenden at-
mosphérischen Parametern zu approximieren. Mit der so gewonnenen Approximation des
inversen Problems lassen sich gemessene Stokes-Spektren analysieren und die atmosphéri-
schen Parameter wie Magnetfeldvektor, Sichtliniengeschwindigkeit oder Mikroturbulenz
berechnen (Carroll et al., 2002). Die Anwendung solcher Multi-Layer-Perceptronen umfafit
nicht nur typische Approximationsaufgaben, bei denen auf der Grundlage einer Datenbasis
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ein komplexer nichtlinearer funktionaler Zusammenhang approximiert werden soll, son-
dern auch Anwendungen der Klassifizierung. Hierbei werden anhand vorliegender Daten
bestimmte Merkmale in den Eingangsvektoren bestimmten Klassen zugeordnet. Bei Car-
roll et al. (2001c) wird ein Multi-Layer-Perceptron eingesetzt, um typische Merkmale ver-
schiedener semi-empirischer Temperatur- und Druckmodelle anhand von Stokes-Profilen
zu unterscheiden.

Diese Fiahigkeiten, die typischerweise in der Mustererkennung (Bishop, 1995) Anwendung
finden, wurden hier fiir eine exemplarische Anwendung genutzt, bei der es um die Cha-
rakterisierung von Stokes-Profilen geht, die auf der Basis des hier beschriebenen stochasti-
schen Modells erzeugt wurden. Wesentliche Motivation fiir diese erste Anwendung war es
der Frage nach zugehen, ob neuronale Netze in der Lage sind, anhand der Stokes-Profile
Aussagen iiber die mittlere Ausdehnung der magnetischen Strukturen zu treffen, und das,
obwohl eine Vielzahl anderer atmosphérischer Parameter beliebig variiert werden. Es soll
also untersucht werden, ob trotz der zahlreichen und beliebigen Verdnderungen der ande-
ren atmosphérischen Parameter, der Informationsgehalt iiber die Korrelationslinge in den
Stokes-Vektoren erhalten bleibt.

Auf der Grundlage eines einfachen stochastischen 2-Komponenten-Systems, wie auch in
Abschnitt 7 beschrieben, wurden Stokes-Profile fiir eine Trainingsdatenbasis generiert,
wobei die zugrundeliegenden atmosphérischen Parameter zufillig aus verschiedener Para-
meterintervallen ausgewéhlt wurden. Fiir die Parameterintervalle gelten dabei: Magnet-
feldstérke [1000 G - 2000 G], Inklination [0° - 30°] und Sichtliniengeschwindigkeiten [0
m/s - 1000 m/s]. So wurden 3000 Stokes-Profile der Eisenlinie Fe I 6302 A berechnet
mit Korrelationslingen zwischen 10 km und 150 km sowie 3000 weitere Stokes-Profile mit
Korrelationslingen von 200 km bis 500 km. Das Multi-Layer-Perceptron wurde dabei als
Klassifikator trainiert (Carroll, 2000) wobei es eine Unterscheidung treffen soll, ob ein vor-
liegendes und unbekanntes Stokes-Profil, bestehend aus den Stokes-Parametern I und V/,
in einer Atmosphire mit einer zugrunde liegenden strukturellen Ausdehnung kleiner 200
km oder grofer 200 km generiert wurde.

Nachdem verschiedene Netzwerkarchitekturen des Multi-Layer-Perceptron mit diesen ins-
gesamt 6000 Stokes-Profilen trainiert wurden, ist das Netzwerk mit den besten Trainings-
ergebnissen, d.h. dem kleinsten quadratischen Fehler gemifi (10.7), fiir die Anwendung
mit 1000 Testprofilen, die unabhéngig von der Trainingsdatenbasis erzeugt wurden, aus-
gewihlt worden. Die 1000 Testprofile wurden unter denselben atmosphérischen Randbe-
dingungen generiert wie die Traningsdaten, insbesondere liegen die gleichen Parameter-
intervalle zugrunde. Die Auswertung der anhand der Testprofile berechneten Ergebnis-
se erfolgte gemafl Bishop (1995), wobei der Ausgabewert direkt als Approximation der
a-posteriori-Wahrscheinlichkeit interpretiert wird und somit die Klassenzugehorigkeit be-
stimmt werden kann. In mehr als 95% aller Félle konnte das neuronale Netz eine korrekte
Unterscheidungen treffen. Obwohl die Stokes-Profile aus beliebigen Parameterkonfigura-
tionen entsprechend den obigen Intervallen fiir die atmosphérischen Parameter entstanden
sind, bleibt der Informationsgehalt der Stokes-Profile iiber die zugrundeliegende Korrela-
tionsldnge weitgehend erhalten, um eine Unterscheidung zwischen den Profilen zu treffen.

Obwohl diese erste Klassifizierung mit einem Multi-Layer-Perceptron auf einem relativ
einfachen stochastischen Modell beruht, zeigen diese ersten Ergebnisse als auch die Er-
gebnisse von Carroll & Staude (2003), dass eine Inversion von Stokes-Profilen selbst aus
komplexen stochastischen Atmosphiren mit neuronalen Netzen als auch mit konventionel-
len Methoden aussichtsreich erscheint.



Kapitel 11

Zusammenfassung

Der weitgehend unbekannte und oftmals turbulente Charakter des kleinskaligen Magnet-
feldes der Photosphéire und die Frage, ob und wie diese strukturellen Eigenschaften ihre
Spuren im Stokes-Spektrum hinterlassen, ist die wesentliche Motivation fiir die vorliegende
Arbeit. Trotz der heutigen hoch entwickelten Beobachtungstechniken, entziehen sich noch
immer eine Vielzahl magnetischer Strukturen einer direkten Auflésung, sodass sich deren
wahre Natur nicht direkt erschliefien 148t. So sind wir auch heute noch fast ausschlieflich
auf indirekte Methoden angewiesen, die uns in Form von Spektrallinien sowie deren Profil-
formen, Informationen iiber das kleinskalige Magnetfeld innerhalb der Sonnenatmosphiire
liefern. Die durch spektropolarimetrische Messungen gewonnen Daten erlauben es, auf-
grund ihrer immer hoheren spektralen Auflésung bei gleichzeitig immer besseren Signal-
zu Rauschverhéltnissen, selbst kleinste Effekte im resultierenden Linienprofil auf ihre Ur-
sachen hin zu untersuchen. Der so erhaltenen Informationsgewinn, der auch Riickschliisse
auf die atmosphérischen Strukturen im Entstehungsgebiet der untersuchten Spektrallinie
erlaubt, erfordert jedoch auch eine angemessene Interpretation. Der in dieser Arbeit ent-
wickelte stochastische Strahlungstransport fiir polarisertes Licht eroffnet die Moglichkeit,
neben der statistischen Wahrscheinlichkeit der atmosphérischen Strukturen, auch deren
endliche Ausdehnung bei der Modellierung mit in Betracht zu ziehen und deren Einfluf}
beim Prozess der Linienentstehung zu untersuchen.

Transport polarisierter Strahlung in stochastischen Magnetfeldern

In Kapitel 3 wurden die Grundlagen zur Beschreibung einer auf variablen Skalen fluktu-
ierenden Atmosphére mit Hilfe eines stochastischen Prozesses gelegt. Basierend auf die-
ser Beschreibung und der Kopplung des Strahlungstransports mit den strukturellen und
physikalischen Eigenschaften der Atmosphére, lief} sich der Strahlungstransport selbst als
stochastischer Prozess formulieren. So gelingt es, in einer stochastisch organisierten Atmo-
sphére, beliebige Ausdehnungen (Korrelationsliangen) der Strukturelemente mit zu beriick-
sichtigen. Die so gewonnene Integro-Differentialgleichung ermdoglicht in effizienter Weise
die Berechnung des, mit der Beobachtung vergleichbaren, Erwartungswertes des Stokes-
Vektors. Selbst bei einer hochgradig fluktuierenden Strukturierung der Atmosphére, ist
die numerische Losung keinen Unstetigkeiten unterworfen und erlaubt eine ganaue Be-
rechnung des beobachtbaren Erwartungswertes des Stokes-Vektors.
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Eigenschaften des stochastisch polarisierten Strahlungstransports

Im Kapitel 4 wurde gezeigt, wie der entwickelte stochastische Strahlungstransport fiir ei-
ne verschwindende Korrelationslinge gegen den vereinfachten Strahlungstransport unter
mikroturbulenten Verhéltnissen konvergiert und fiir eine Korrelationslinge gegen unend-
lich gegen den makroturbulenten Fall. So beinhaltet der stochastische Formalismus beide
Betrachtungsweisen als spezielle Grenzfille. Es wurde weiterhin gezeigt, wie es im Rah-
men des stochastischen Strahlungstransports fiir polarisiertes Licht, zur Entstehung einer
Netto-Zirkular-Polarisation kommt und diese massgeblich durch die Korrelationsldnge der
zugrundeliegenden magnetischen Strukturen beeinflusst wird. Dieses Kapitel zeigte auch,
dass analog zur herkommlichen Beschreibung des polarisierten Strahlungstransports auch
fiir die stochastische Transportgleichung eine formale Lisung angegeben werden kann.
Ebenfalls ist die Formulierung von Response-Funktionen méglich, welche insbesondere bei
der Diagnostik und Inversion von Stokes-Profilen eine bedeutende Rolle spielen.

Mesoturbulenz

In den Modellrechnungen in Kapitel 6 zeigt sich, dass der hier entwickelte stochastische An-
satz ebenfalls eine Beschreibung des Strahlungstransports in mesoturbulenten Geschwin-
digkeitsfeldern erlaubt. Dies wurde durch Modellrechnungen anhand der magnetisch nicht
aufspaltenden Eisenlinie Fe I 5567 A gezeigt. Hier zeigt sich auch, wie der vorgestellte me-
soturbulente Ansatz fiir eine mittlere Strukturlinge (Korrelationslinge) kleiner als 10 km
zum mikroturbulenten Fall und fiir eine Korrelationsldnge oberhalb 1000 km zum makro-
turbulenten Fall konvergiert. So zeigt sich insbesondere, dass es zwischen dem mikrosko-
pischen (Mikroturbulenz) und dem makroskopischen Grenzfall (Makroturbulenz) einen
weiten Bereich von strukturellen Ausdehnungen gibt, fiir die weder die Mikroturbulenz
noch die Makroturbulenz eine adequate Beschreibung ermoglichen. Gerade im Hinblick
auf die oftmals benutzte Kombination von Mikorturbulenz und Makroturbulenz fiir die
Anpassung gemessener Profile an ein synthetisches Modell, muss hier kritisch hinterfragt
werden, welche Informationen durch Verwendung dieser adhoc definierten Verbreiterungs-
mechanismen der Analyse verloren gehen bzw. zu falschen Interpretationen fithren. Dieses
gilt umsomehr, wenn die zugrundeliegende Strukturierung weniger aus dem turbulenten
hydrodynamischen Verhalten der Konvektion herriihrt, als vielmehr durch eine kleinskalige
magnetische Strukturierung der Atmosphére verursacht wird.

Mesoturbulente Magnetfelder

Auf der Basis eines stochastischen 2-Komponenten-Modells mit magnetischen und un-
magnetischen Strukturen wurde in Kapitel 7 der Einfluss der Korrelationslinge auf die
resultierenden Stokes-V-Profile sowie die daraus abgeleitete Netto-Zirkular-Polarisation
mit Hilfe von Modellrechnungen untersucht. Die magnetischen Strukturen entsprechen
dabei diinnen magnetischen Flussrohren, deren Ausdehnung, projiziert auf die Sichtli-
nie, durch die Korrelationslinge bestimmt wird. Auch hierbei treten deutliche Effekte,
bedingt durch eine Variation der Korrelationslinge, auf. Insbesondere durch die Verwen-
dung der Netto-Zirkular-Polarisation, der statistischen Streuwahrscheinlichkeiten und der
Response-Funktionen fiir die Korrelationslingen konnte deutlich gezeigt werden, wie wich-
tig die Effekte einer endlichen Korrelation der atmosphérischen Strukturen auch unterhalb
der mittleren freien Weglinge von Photonen sind. Auch konnte gezeigt werden, wie die
Beschreibung einer mikrostrukturierten magnetischen Atmosphére, wie sie von Sanchez
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Almeida et al. (1996) mit dem MISMA-Modell vorgeschlagen wurde, nur einen sehr ein-
geschréinkten Anwendungsbereich besitzt. Es zeigt sich bereits fiir Strukturen mit einer
Korrelationslénge von iiber 10 km eine schnelle Abnahme des mikroturbulenten Charak-
ters in den Stokes-Spektren. Auf der anderen Seite, niahert sich das resultierende Stokes-
Spektrum erst fiir Strukturléingen oberhalb von 1000 km, dem des magnetisch makrotur-
bulenten an. So erstreckt sich auch hier ein weiter Bereich von Korrelationsldngen, fiir
den weder der mikrostrukturierte noch der makrostrukturierte Ansatz, eine angemessene
Beschreibung der atmosphérischen Verhéltnisse und des Strahlungstransports ermdgli-
chen. Der stochastische Strahlungstransport fiir polarisiertes Licht bietet somit nicht nur
einen allgemeineren fiir Mesostrukturen giiltigen Strahlungstransport, mit der Einfithrung
der Korrelationslinge und der beschreibenden Wahrscheinlichkeitsdichte, bietet er zudem
zusitzliche diagnostische Parameter, die einen wesentlichen Informationsgewinn fiir die
Interpretation von Stokes-Spektren bedeuten kénnen.

Zur Struktur der Penumbra

In Kapitel 8 wurde auf der Basis einer einfachen stochstischen Penumbra-Atmosphére eine
synthetische Beobachtung unter verschiedenen heliozentrischen Winkeln durchgefiithrt, um
eine Mitte-Rand-Variation zu simulieren. Dabei wurde auf der Grundlage der beobacht-
baren Eigenschaften der Filamentstruktur angenommen, dass die Penumbra-Atmosphére
durch eine stochastische Anordnung von magnetischen Flussrohren beschrieben werden
kann. Die mittlere Ausdehnung dieser Flussrohrenstrukturen, entlang der Sichtlinie, wird
durch die Korrelationsldnge innerhalb des stochastischen Strahlungstransports bestimmt.
Als Linienparameter wurde hierbei wieder die Netto-Zirkular-Polarisation des Stokes-V-
Profils der Eisenlinie Fe I 6302 A gewihlt. Die charakteristischen Verliufe der Netto-
Zirkular-Polarisation mit dem heliozentrischen Winkel zeigen eine deutliche Abhéngig-
keit von der Korrelationslinge. Je grofler die Korrelationslidnge ist, umso kleiner fallt der
Maximalwert der Netto-Zirkular-Polarisation aus und umso flacher verliuft die Kurve
der Netto-Zirkular-Polarisation mit dem heliozentrischen Winkel. Da die Entstehung der
Netto-Zirkular-Polarisation zum groflen Teil durch den Delta-Gamma-Effekt bestimmt
wird, ist davon auszugehen, dass die mittleren Ausdehnungen der magnetischen Struktu-
ren innerhalb der Penumbra sehr kleinskaliger Natur sind.

Sicherlich lassen sich auf der Basis dieses sehr einfachen stochastischen Modells keine all-
gemeingiiltigen Aussagen iiber die Penumbra machen, nicht zuletzt deswegen weil hier ein
isothermes Modell benutzt wurde. So wire es jedoch gerade fiir zukiinftige Anwendun-
gen im Rahmen des stochastischen Strahlungstransports von besonderem Interesse auch
Temperatur- und Druckfluktuationen und somit auch Opazititsschwankungen zu beriick-
sichtigen.

Magnetfeldstrukturen in der ruhigen Sonne

Als eine weitere Anwendung des stochastischen Strahlungstransports wurde in Kapitel 9
ein einfaches Modell eines ruhigen Internetzwerkgebietes simuliert. In Anlehnung an die
Modellrechnungen von Socas-Navarro & Sanchez Almeida (2003) wird auch hier ein Me-
chanismus untersucht, der eine Erklarung fiir die unterschiedlichen Ergebnisse der Magnet-
feldstirkebestimmung liefert, wie sie anhand von Linien im sichtbaren und im infraroten
Wellenldngenbereich ermittelt wurden. Fiir die Modellrechnungen wurden die im Infraro-
ten liegende Eisenlinie Fe T 15648 A und das im sichtbaren Wellenlingenbereich liegende
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Linienpaar mit den beiden Eisenlinien Fe T 6301 A und Fe T 6302 A benutzt. Neben dem
unterschiedlichen Verhalten bei der Zeeman-Aufspaltung spielt fiir die unterschiedliche
Magnetfeldbestimmung fiir Linien im sichtbaren und im infraroten Wellenlingenbereich
eine kontinuierliche Verteilung von Magnetfeldstéirken eine entscheidende Rolle. Gleichzei-
tig ist dabei jedoch wichtig, die Ausdehnung der Strukturen mit zu beriicksichtigen. Es
zeigt sich so, dass eine Makrostrukturierung zwar zu einer Diskrepanz zwischen den aus
dem Linienpaar und der Infrarotlinie ermittelten Magnetfeldstirken fithrt, nicht jedoch
zu den beobachteten Amplituden der Stokes-V-Profile sowie der magnetischen Flussdich-
ten. Erst eine Mikrostrukturierung der Atmosphére mit der Annahme, dass ein Teil der
Verteilungsfunktion im niedrigen Feldstirkebereich zu keiner effektiven Feldstérke fiihrt,
zeigt, dass die Stokes-V-Amplituden, der Fiillfaktor und die magnetische Flussdichte eine
mit der Beobachtung iibereinstimmende Groflienordnung annehmen. Die zuséitzliche An-
nahme, dass Strukturen mit Kilogauss-Feldstirken im Mittel grofiere Korrelationsldngen
aufweisen, fithrt in den infraroten Stokes-V-Profilen zu einer charakteristischen Anhebung
der Flanken. Im sichtbaren Wellenldngenbereich hingegen tritt eine weitere Angleichung
der Amplituden auf, was dazu fiihrt, dass anhand des Linienpaars eine erhéhte Magnet-
feldstarke ermittelt wird und die Diskrepanz der Magnetfeldbestimmung somit weiter zu-
nimmt.

Auch hier gilt, dass das verwendete einfache Modell bei weitem nicht in der Lage ist
die vielfdltigen und komplexen Eigenschaften des Internetzwerkgebietes angemessen zu
beschreiben. Dennoch sollten die in dieser Arbeit durchgefithrten Untersuchungen ver-
deutlicht haben, dass rdumliche Korrelationseffekte entlang der Sichtlinie einen nicht zu
unterschitzenden Einflufl auf den Prozess der Linienentstehung und somit auch auf das
resultierende Stokes-Spektrum haben.
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